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1.1 Calcul intensif, de´composition et paralle´lisation
des taˆches
Durant les dernie`res de´cennies, les mathe´matiques applique´es et le calcul scientifique
en particulier, ont connu un de´veloppement important et sont maintenant des outils usuels
aussi bien dans les communaute´s (non mathe´matiques) d’application que dans le monde
industriel. Le calcul scientifique, discipline regroupant la mode´lisation, l’analyse nume´-
rique et la simulation, est en e´volution croissante vers des applications scientifiques tre`s
avance´es ou proprement inge´nieuses.
On trouve de multiples champs disciplinaires d’application se servant intensivement du
calcul scientifique. On peut citer la biologie, l’astrophysique, la chimie quantique, la me´-
te´orologie ou encore des branches de l’industrie telles que l’e´nergie, l’automobile ou l’ae´-
ronautique.
Les mode`les mathe´matiques utilise´s dans ces divers domaines d’applications sont sou-
vent tre`s complexes et font intervenir un grand nombre de parame`tres lors de leurs for-
mulations mathe´matiques. La simulation nume´rique de ces proble`mes a pour objectif
principal d’approcher le mieux possible le comportement physique du proble`me a` travers
des mode`les discre´tise´s. Ces derniers forment des syste`mes matriciels d’autant plus grands
que le proble`me est complexe et que la pre´cision demande´e lors du traitement est impor-
tante.
Dans la majorite´ des simulations sur ordinateurs ordinaires, on ne parvient pas a` re´soudre
des proble`mes complexes en des temps raisonnables. On risque meˆme de saturer ce type
de machines par la simple demande de traitement des donne´es qui ne´cessitent l’occupation
d’une tre`s grande place me´moire !
Avec les demandes actuelles, les machines ordinaires sont surexploite´es dans la plus
part des domaines d’applications du calcul scientifique. Elles montrent leurs limites malgre´
le de´veloppement et l’e´volution de leurs vitesses tre`s e´leve´es de re´solution qui se mesurent
en flops 1.
Ce recours massif a` l’informatique impose de disposer d’ordinateurs tre`s puissants qui
offrent un acce`s a` une importante me´moire vive de stockage temporel lors de l’assimilation
des donne´es. Les ordinateurs paralle`les, e´galement appele´s superordinateurs, disposent de
la puissance et de l’espace me´moire ne´cessaires a` certaines applications complexes. Ils
offrent donc aux scientifiques un nouvel outil de calcul, avec des possibilite´s et avantages
tre`s largement supe´rieurs a` ceux des ordinateurs conventionnels. Cependant, les algo-
rithmes imple´mente´s sur les ordinateurs paralle`les, sont nettement diffe´rents de ceux que
l’on met en œuvre sur des machines ordinaires se´quentielles (uni-processeurs).
Pour ces raisons, et sans parler des contraintes e´conomiques et techniques, les scienti-
fiques et notamment les nume´riciens, sont invite´s a` de´velopper des algorithmes (paralle`les)
s’adaptant a` ce type de nouveaux calculateurs massivement paralle`les. Les algorithmes
doivent privile´gier l’acce`s simultane´ a` plusieurs processeurs et aussi a` plus de ressources
me´moires.
Les me´thodes de´veloppe´es a` ce titre sont nombreuses. Elles sont principalement base´es sur
1. Nombre d’ope´rations arithme´tiques par seconde.
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la notion de subdivision des taˆches que l’on alloue a` chacun des processeurs disponibles de
la machine paralle`le. C’est ainsi que l’efficacite´ des algorithmes paralle`les est fortement lie´e
au degre´ d’inde´pendance de chaque subdivision relativement aux autres. Il est pre´fe´rable
que la de´pendance soit faible. En effet, ceci re´duit les communications inter-processeurs
qui peuvent eˆtre lourdes sur certaines architectures paralle`les, notamment celles qui uti-
lisent un re´seau Ethernet.
Au niveau de la conception de l’algorithme paralle`le, une attention particulie`re doit
eˆtre porte´e a` la communication inter-processeurs, ine´vitable dans les applications scien-
tifiques. Dans un souci d’efficacite´, cette communication inter-processeurs doit en effet
s’effectuer en un temps strictement infe´rieur a` celui de la diffe´rence entre le temps pris
par la re´solution se´quentielle (sur ordinateur ordinaire uni-processeur) et celui de la re´so-
lution sur un des processeurs employe´s paralle`lement. Sur ce point pre´cis, il faut se poser
la question suivante : la paralle´lisation de la re´solution du proble`me est-elle ne´cessaire ?
En effet, il n’est pas question de sous-exploiter un superordinateur. Dans le cas ou` le pro-
ble`me n’est pas assez grand (au sens des donne´es de simulation et de la taille du syste`me
matriciel relatif), une de´composition judicieuse du traitement permet de re´duire la com-
plexite´ sur chaque subdivision du proble`me initial. Cependant, une majeure partie de la
taˆche paralle`le sera absorbe´e par les communications inter-processeurs. Ceci peut rendre
la simulation sur des ordinateurs se´quentiels plus rapide que sur une machine paralle`le,
car les vitesses de traitement de ces machines se´quentielles ont de nos jours beaucoup aug-
mente´es. Par exemple, pour la re´solution d’e´quations aux de´rive´es partielles (EDP) avec
des techniques de de´composition de domaine, le domaine spatial du calcul est de´compose´
en sous-domaines de calculs de petite taille. L’EDP originale (qui est de´finie sur le grand
domaine) est ensuite re´solue sur chacun des sous-domaines, et il est alors ne´cessaire de
de´finir de fac¸on approprie´e les conditions aux bords de chaque sous-domaine. Ceci permet
des re´solutions locales tout a` fait inde´pendantes et simultane´es.
La plupart des algorithmes de de´composition de domaine peuvent eˆtre interpre´te´s
comme une me´thode de point fixe agissant sur ces e´tats de bords inconnus afin de les
de´couvrir. L’efficacite´ des meilleurs algorithmes de de´composition de domaine, base´s sur
une mise a` jour des conditions de frontie`re internes, est telle qu’elle me`ne a` la conver-
gence pre´vue en un nombre d’ite´rations de´pendant seulement marginalement du nombre
de sous-domaines implique´s dans la de´composition totale (graˆce a` l’utilisation des pre´-
conditionneurs approprie´s de grille grossie`re) et des parame`tres de discre´tisation (par
exemple la taille du maillage spatial). Ide´alement, les meilleures proce´dures de re´solu-
tion des EDP a` grande e´chelle par des techniques de paralle´lisation par de´composition
de domaine, fournissent un taux de scalabilite´ 2 approximativement proche du nombre de
sous-domaines.
Pour des proble`mes d’e´volution base´s sur des EDP, la paralle´lisation par rapport a` la
direction temporelle n’a pas suscite´ beaucoup d’attention comparativement a` la de´com-
position de domaine. Celle-ci permet pourtant de re´duire significativement la complexite´
algorithmique de re´solution de grands syste`mes, ou` la de´composition de domaine ne suffit
plus a` acce´le´rer la re´solutions.
2. En Anglais “Speed-up” : c’est le rapport entre les temps d’exe´cution se´quentiel et paralle`le.
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La mode´lisation des me´canismes agissant dans la nature aboutit souvent a` des e´quations
diffe´rentielles de´pendantes du temps. Ces e´quations, appele´es e´galement e´quations d’e´vo-
lution, de´crivent l’e´tat des syste`mes qu’elles gouvernent a` travers une de´rive´e en temps.
On trouve dans la litte´rature plusieurs contributions traitant la paralle´lisation de la re´-
solutions des EDP et EDO. Nous renvoyons a` l’ouvrage [14] qui traite d’une manie`re
synthe´tique ce sujet, dont il pre´sente et discute les diverses techniques. Nous renvoyons
e´galement a` l’ouvrage [5] pour plus de de´tails sur les aspects informatiques lie´s aux tech-
niques de paralle´lisation.
Conside´rons le proble`me de Cauchy bien pose´ suivant :
y˙(t) = A(t, y), y(0) = y0,
ou` A est un ope´rateur d’un espace de Hilbert E vers son dual E ′.
Les techniques de paralle´lisation de cette e´quation peuvent eˆtre classe´es en trois cate´go-
ries :
• Paralle´lisation a` travers le syste`me matriciel : cette classe de me´thodes consiste a` diviser
le second membre en diffe´rentes parties, et a` attribuer a` chacun des processeurs dispo-
nibles la re´solution de chacune de ces parties. C’est l’approche la plus efficace quand le
syste`me est de tre`s grande taille. Cette technique est re´gulie`rement utilise´e en simula-
tion mole´culaire et gravitationnelle par exemple. Des techniques issues du traitement
graphique (GPU) peuvent eˆtre employe´es pour fournir un e´quilibre approprie´ entre les
charges des taˆches de calcul sur chaque processeur. Une alternative plus re´cente dans
la meˆme cate´gorie est pre´sente´e dans [44].
• Paralle´lisation a` travers la me´thode : cette me´thode, comme son nom l’indique d’ailleurs,
est directement lie´e au sche´ma nume´rique mis en place pour re´soudre l’e´quation. Son
efficacite´ de´pend fortement des caracte´ristiques du sche´ma, mais les recherches dans
cette direction ont mene´ a` concevoir des me´thodes paralle`les comple`tement nouvelles.
Par exemple, la me´thode de Runge-Kutta-partitionne´e [22] offre des possibilite´s de
paralle´lisation a` travers la me´thode de Runge-Kutta. Cependant cette me´thode posse`de
un taux faible de paralle´lisation. La recherche est encore en de´veloppement dans cette
direction.
• Paralle´lisation a` travers le temps : cette paralle´lisation consite a` subdiviser l’intervalle
de temps et a` re´soudre simultane´ment un proble`me de´fini sur chaque sous-intervalle. La
principal difficulte´ est de fournir la bonne condition initiale sur chaque sous-intervalle.
La plupart du temps, toute technique dans cette cate´gorie est une technique multi-tir 3
partant des travaux pre´curseurs [11] sur le paralle´lisation a` travers le temps. Il en est
ainsi des me´thodes de relaxation de forme d’onde [36] et des approches multigrilles [25]
par exemple.
La simulation de telles e´quations d’e´volution semble par nature proprement se´quentielle
car la propagation de l’information sur la dure´e t′− t est ne´cessaire dans la de´termination
de l’e´tat a` l’instant t′. Ne´anmoins, ceci n’est plus la seule voie permettant d’aboutir a` des
informations sur l’e´tat du syste`me a` des temps avance´s (dans son e´volution). La publica-
tion de l’algorithme parare´el a donne´ une autre dimension a` la simulation sur ordinateurs
des e´quations d’e´volution, une simulation tout a` fait paralle`le permettant une acce´le´ra-
tion significative des temps de re´solution. Ce nouveau sche´ma paralle`le a fait l’objet de
3. En anglais : multishooting
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plusieurs e´tudes, portant notamment sur sa convergence et sa stabilite´ [49, 8, 18, 21, 20].
Plusieurs formulations et identifications de ce sche´ma parare´el ont e´te´ e´galement de´velop-
pe´es : Farhat et ces collaborateurs dans [19] donnent un sche´ma analogue a` l’algorithme
parare´el, Gander et Vandewalle dans [21] identifient l’algorithme avec une me´thode de
multi-tir ainsi qu’avec une me´thode multi-grille en temps. Une autre interpre´tation de
l’algorithme est pre´sente´e dans [49] ou` Maday et Turinici interpre`tent le parare´el comme
un pre´-conditionneur dans le cadre du proble`me de controˆle virtuel optimal.
1.2 L’algorithme parare´el en temps : un algorithme
efficace pour la paralle´lisation en temps
Depuis sa publication [41], l’algorithme parare´el a fait l’objet de plusieurs e´tudes. Les
nume´riciens ont cherche´ a` l’adapter nume´riquement et a` l’appliquer a` divers proble`mes. Il
offre en effet une capacite´ importante de paralle´lisation des proble`mes d’e´volution qui sem-
blaient intrinse`quement se´quentiels et non-paralle´lisables. Bien qu’il y ait eu des tentatives
de paralle´lisation des proble`mes d’e´volutions a` partir des anne´es 90 [10,11], celles-ci n’ont
pas e´te´ exhaustives. L’algorithme parare´el tel qu’il a e´te´ pre´sente´ par Lions et al [41] et
sous une version ame´liore´e avec de nouveaux re´sultats de convergence [49], consiste en
une me´thode assez ge´ne´rale de paralle´lisation, des EDP et des EDO, pouvant eˆtre couple´e
avec d’autres me´thodes ite´ratives.
Cet algorithme a e´te´ teste´ sur plusieurs e´quations pour lesquelles il s’est ave´re´ tre`s per-
formant et robuste. Par exemple, sur des proble`mes paraboliques line´aires et non li-
ne´aires [65, 9] pour lesquels l’algorithme parare´el tire profit de l’aspect dissipatif de ce
type d’e´quations : celui-ci rectifie certaines instabilite´s de la solution grossie`re. L’algo-
rithme a aussi e´te´ teste´ sur d’autres type d’EDP pour des application en mathe´matiques
financie`res telle que le calcul d’une option de vente Ame´ricaine [9]. Il a e´galement prouve´
son efficacite´ dans les domaines de la dynamique mole´culaire [6] et de la cine´tique en
chimie [12].
L’algorithme parare´el a e´galement montre´ son efficacite´ lors du couplage avec d’autres
types de me´thodes ite´ratives en acce´le´rant la re´solution des e´quations sur lesquelles il
a e´te´ applique´. Dans cet optique, nous distinguons deux classes : le couplage avec des
me´thodes de de´composition de domaine et le couplage avec des proble`mes de controˆle
optimal. Nous citons, dans le cadre de la de´composition de domaine, les travaux pre´cur-
seurs [49] dont l’objet est le couplage du parare´el avec une me´thode de de´composition
de domaine sans recouvrement. Aussi nous citons les travaux de Maday et Gueta dans le
cadre d’une the`se de doctorat [43] et dans Aouadi, Maday et Gueta (a` paraˆıtre) ainsi que
les travaux de Minion [53].
Nous renvoyons a` [45,47,62] pour le traitement du couplage du parare´el avec des proble`mes
de controˆle optimal.
1.3 Mode`les traite´s dans la the`se
Dans cette the`se nous proposons des algorithmes paralle`les dans trois domaines diffe´-
rents. Les trois parties correspondantes, sont comple`tement inde´pendantes.
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1.3.1 Proble`me de controˆle optimal parabolique
Dans le cadre du projet de recherche ANR“PITAC”(Paralle´lisation Incluant le Temps
pour Acce´le´rer le Calcul), nous nous sommes inte´resse´s a` la paralle´lisation du proble`me
de controˆle optimal d’un syste`me re´gi par une EDP parabolique. Dans cette optique, nous
nous inspirons de quelques techniques de paralle´lisation telles que le controˆle virtuel [38]
(voir aussi [42, 23, 39, 40]) utilise´ par Maday et Turinici [47] a` travers l’introduction des
sauts dans un terme quadratique dans la fonctionnelle de couˆt. Cette introduction des
sauts a mene´ a` l’utilisation de l’algorithme parare´el apre`s avoir constate´ son caracte`re
pre´conditionneur vis-a`-vis de l’e´quation d’optimalite´ d’une certaine fonctionnelle de couˆt.
Une autre approche e´le´gante est pre´sente´e dans [45] dans le cadre du controˆle de l’e´quation
de Schro¨dinger. Cette me´thode consiste a` de´finir des points interme´diaires servant a` la
fois de conditions initiales et des cibles (comme c’est le cas d’ailleurs dans [47]), pour
des sous-proble`mes de´finis sur chacun des sous-intervalles de la de´composition. Ces deux
dernie`res approches constituent les bases de la me´thode de paralle´lisation en temps pour
le controˆle optimal parabolique de´veloppe´ dans cette the`se. Nous conside´rons en effet une
subdivision de l’intervalle de temps avec la de´finition suivante des conditions initiales λ
et cibles ξ interme´diaires :
λ := (λn)n≥0 := y, et ξ := (ξn)n≥0 := y − p,
ou` y et p sont respectivement l’e´tat direct et son adjoint dans le proble`me de minimisation.
Ces de´finitions nous me`nent aux sous-proble`mes suivants :{
∂tyn − ν∆yn = Bvn sur In × Ω
y(t+n ) = λn






αvn + B∗pn = 0 sur In × Ω,
ou` B∗ est l’ope´rateur adjoint de B. Ces sous-proble`mes sont inde´pendants et peuvent eˆtre
re´solus simultane´ment.
1.3.2 Proble`me de neutronique : Simulation de la cine´tique des
populations de neutrons au sein d’un re´acteur nucle´aire
Dans le cadre du projet LRC Manon (Laboratoire de Recherche Conventionne´ Mode´li-
sation et approximation nume´rique oriente´es pour l’e´nergie nucle´aire), et en collaboration
avec des inge´nieurs du CEA, nous nous sommes inte´resse´s a` l’application et l’adapta-
tion de l’algorithme parare´el aux e´quations de la cine´tique neutronique. Ces e´quations de
grande taille doivent be´ne´ficier d’une acce´le´ration afin de pre´voir les cas accidentels au
sein du re´acteur nucle´aire lors de la production d’e´lectricite´ qui est base´e sur une re´action
en chaˆıne de fission des noyaux d’uranium. Nous simulons en trois dimensions un mode`le
re´aliste avec deux groupes d’e´nergie de flux neutronique (indexe´s par g) et six groupes
de concentrations de pre´curseurs (indexe´s par k). En outre, il faut prendre en compte la
variation de la ge´ome´trie du domaine, due au mouvement vertical et continu des grappes
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d’absorption. Celles-ci constituent un moyen de controˆle de la puissance produite au sein





































1.3.3 Proble`me de me´canique quantique : controˆle optimal en
re´sonance magne´tique nucle´aire
Dans le domaine de la spectroscopie par re´sonance magne´tique nucle´aire (RMN) les
outils du controˆle optimal jouent un roˆle fondamental dans l’obtention d’e´tats physiques
particuliers. Les outils mathe´matiques d’optimisation, typiquement les me´thodes d’optimi-
sation ite´ratives, sont cruciaux pour affiner les expe´riences sur les instruments physiques.
Dans le cadre d’une re´cente collaboration avec des physiciens, nous nous inte´ressons a` un
mode`le de 5 spins couple´s en phase liquide et qui sont cible´s par des champs magne´tiques
de controˆle. Ces champs de controˆle posse`dent deux directions. Cela signifie que notre
mode`le quantique posse`de 10 composantes de controˆle. Ce mode`le, riche en information,
est assez complexe a` re´soudre. Sa re´solution, ordinairement se´quentielle, prend e´norme´-
ment de temps. Pour acce´le´rer celle-ci, nous proposons une me´thode de paralle´lisation [45]
d’un proble`me de controˆle optimal associe´ a` un algorithme monotone pour approcher la
solution de l’e´tat u des cinq-qbits qui ve´rifie l’e´quation de Schro¨dinger :
∂tu(t, x, y, z) = Hu(t, x, y, z)




ou` ̺ de´signe l’atome de l’e´chantillon parmi H,P,C,N et F . Les travaux a` ce stade sont
en cours de de´veloppent, cependant les re´sultats pre´liminaires d’ouverture montre la per-
tinence de l’algorithme.
1.4 Plan du manuscrit
Le travail pre´sente´ dans cette the`se propose ainsi quelques contributions a` la paralle´-
lisation en temps de certains proble`mes en liaison e´troite avec les e´quations d’e´volution
et a` l’algorithme parare´el.
Apre`s l’introduction, nous pre´sentons dans le deuxie`me chapitre une e´tude de la paral-
le´lisation en temps d’un proble`me de controˆle optimal d’un syste`me re´gi par une e´quation
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aux de´rive´es partielles parabolique avec un terme source. L’e´tude de paralle´lisation re-
pose principalement sur l’introduction d’une nouvelle me´thode des cibles et de conditions
initiales interme´diaires, qui permet une de´finition de sous-proble`mes de controˆle optimal
totalement disjoints dont une re´solution paralle`le est tout a` fait admissible. L’application
(directe) de cette me´thode fait l’objet de notre premier algorithme de controˆle optimal pa-
ralle`le base´ sur un calcul se´quentiel des cibles et conditions initiales interme´diaires. Nous
pre´sentons cet algorithme et nous analysons sa convergence. Nous de´veloppons ensuite un
deuxie`me algorithme base´ sur un couplage entre la me´thode pre´ce´dente et l’algorithme
parare´el. Dans cette approche, le calcul des cibles et des conditions initiales est effectue´ en
paralle`le. Ce couplage fournit une acce´le´ration conside´rable de la re´solution se´quentielle
du proble`me initial. Nous pre´sentons ce deuxie`me algorithme et donnons quelques re´sul-
tats sur sa convergence. Une interpre´tation alge´brique des deux algorithmes de controˆle
optimal paralle`le est e´galement discute´e dans ce chapitre.
Le troisie`me chapitre est consacre´ a` l’e´tude de l’application de l’algorithme parare´el
a` l’e´quation de Boltzmann re´gissant la cine´tique des neutrons au sein d’un re´acteur nu-
cle´aire. Nous nous inte´ressons particulie`rement a` la simulation des accidents pour laquelle
nous proposons un sche´ma parare´el permettant de simuler en paralle`le, sur des machines
a` hautes performances, des configurations accidentelles d’explosion d’e´nergie pouvant sur-
venir lors d’un emballement de la re´action en chaˆıne de fission. Certains sche´mas reposant
sur des re´ductions de mode`le sont aussi explique´s.
Nous pre´sentons finalement, dans le quatrie`me chapitre, une me´thode de paralle´lisation
en temps des proble`mes de controˆle optimal en re´sonance magne´tique nucle´aire (RMN).
Une de ses premie`res applications sur un mode`le nucle´aire complexe de la RMN a` l’e´tat
liquide a montre´ une acce´le´ration importante.
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Chapitre 2
Me´thode des cibles interme´diaires,
the´orie et mise en œuvre
Travail en collaboration avec Yvon Maday, Julien Salomon
dans le cadre du project PITAC
(Paralle´lisation Incluant le Temps pour Acce´le´rer le Calcul).
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Abstract
In this chapter, we develop a new method called Intermediate target method en-
abling the subdivision of an optimal control problem defined over a time interval I, to a
series of optimal control subproblems defined in smaller time intervals. The new approach
gives a possibility to parallelize the simulation of some problems using high performance
computers. We first present the new method and give some related theoretical results. We
then propose an adequate iterative coupling of that approach with the parareal in time
algorithm. Our implementation, is performed using massively parallel machines. In order
to show the efficiency and robustness of our algorithms, numerical results are presented
at the end of the chapter.
Keywords: Parallel computation, optimal control of PDE, optimisation, iterative algo-
rithm, parareal in time algorithm, domain decomposition methods
Re´sume´
Dans ce chapitre, nous de´veloppons une nouvelle me´thode appele´e me´thode des cibles
interme´diaires permettant de subdiviser un proble`me de controˆle optimal, de´fini sur un
intervalle de temps I, en sous-proble`mes de controˆle inde´pendants de´finis sur des sous-
intervalles de petite taille. Cette nouvelle me´thode rend possible un traitement paralle`le du
proble`me sur des super machines massivement paralle`les. Dans un premier temps, nous
pre´sentons la me´thode et nous donnons quelques re´sultats the´oriques. Dans un second
temps, nous proposons un couplage ite´ratif entre notre me´thode et l’algorithme parare´el
en temps. La mise en œuvre nume´rique a e´te´ effectue´e sur des ordinateurs a` haute per-
formance. Les re´sultats nume´riques sont pre´sente´s dans une dernie`re partie pour illustrer
l’efficacite´ et la robustesse de nos algorithmes.
Mots-cle´s: Calcul paralle`le, controˆle optimal des EDP, optimisation, algorithme ite´ratif,
l’algorithme parare´el en temps, me´thodes de de´composition de domaine

2.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous pre´sentons une nouvelle me´thode ite´rative permettant de de´-
composer un proble`me de controˆle optimal [45,47,50] en sous-proble`mes inde´pendants et
donc re´solubles simultane´ment. Nous appliquons cette me´thode, que nous appelons me´-
thode des cibles interme´diaires a` un proble`me de controˆle optimal d’un syste`me gouverne´
par une e´quation aux de´rive´es partielles (EDP) parabolique avec un terme source. Notre
me´thode est base´e sur la de´finition des cibles et de conditions initiales interme´diaires de´fi-
nissant a` leur tour des sous-proble`mes de controˆle optimal. Le proble`me conside´re´ est pose´
sur un intervalle temporel I := [0, T ] et sur un domaine spatial Ω suppose´ borne´. Notre
proce´dure consiste a` de´composer l’intervalle de temps et attribuer a` chaque processeur
disponible la re´solution du sous-proble`me de´fini sur un sous-intervalle temporel.
Dans la literature il existe peu de me´thodes de paralle´lisation qui e´tudient les proble`mes
de controˆle optimal parabolique. Nous citons ici [47, 50]. Dans la me´thode introduite par
Maday et Turinici [47], qui est principalement une me´thode de gradient, le proble`me ini-
tial de controˆle optimal est e´tendu a` un proble`me de controˆle paralle`le par l’introduction
d’une se´rie de conditions initiales pour les proble`mes de controˆle paralle`les. Ces condi-
tions initiales ainsi de´finies sont interpre´te´es comme des controˆles virtuels [38]. Ensuite, le
sche´ma parare´el en temps est utilise´ dans un cadre de pre´conditionneur pour la me´thode.
Egalement, dans la me´thode introduite par Mathew, Sarkis et Schaerer [50] le sche´ma
parare´el en temps est utilise´ comme un pre´conditionneur d’un sche´ma ite´ratif qui re´sout
un syste`me de points critiques discret. Le couplage avec l’algorithme parare´el en temps a
e´te´ be´ne´fique pour les deux me´thodes de paralle´lisation. Il a, en effet, acce´le´re´ conside´ra-
blement les simulations nume´riques.
Dans le pre´sent chapitre, nous pre´sentons nos travaux comme suit : dans un premier temps,
la section 2.2 introduit le proble`me de controˆle optimal a` re´soudre. La section 2.3 fournit
les outils de la paralle´lisation. Puis nous pre´sentons a` la section 2.4 deux algorithmes
paralle`les de controˆle optimal. Ensuite, a` la section 2.5 nous donnons une interpre´tation
matricielle des deux algorithmes ainsi que la me´thode des cibles et conditions initiales in-
terme´diaires elle-meˆme. Enfin, nous pre´sentons les tests et re´sultats nume´riques montrant
la robustesse et l’efficacite´ des me´thodes.
2.2 Pre´sentation du proble`me
Le proble`me de controˆle e´tudie´ s’inscrit dans le cadre du controˆle distribue´. Nous
pensons que l’approche que nous de´veloppons s’e´tend sans difficulte´ au controˆle frontie`re
des syste`mes e´volutifs de type parabolique ; ce type de proble`me est envisageable dans
les proches perspectives. Nous nous limitons dans ce chapitre a` l’e´tude du controˆle de
la chaleur ou` le controˆle est applique´ sur une partie stricte Ωc du domaine Ω. L’e´tat
a` controˆler est un e´le´ment de l’espace L2(I;H10 (Ω)) ou` H
1
0 (Ω) := {u ∈ L2(Ω)/∇u ∈
L2(Ω), u = 0 sur ∂Ω} tandis que le controˆle est un e´le´ment de l’espace L2(I;L2(Ωc)).
Par abus de notation, nous notons respectivement ‖.‖2 et 〈., .〉2 la norme et le pro-
duit scalaire sur L2(Ω) et e´galement sur L2(Ωc). Nous utilisons e´galement la notation
‖.‖v (respectivement ‖.‖vn) ainsi que 〈., .〉v (respectivement 〈., .〉vn) pour repre´senter la




Ge´ne´ralement, l’approche du controˆle optimal est une approche d’optimisation qui
consiste a` minimiser (ou maximiser selon la proble´matique) une fonctionnelle de couˆt
quadratique de la forme :
J(v) = 1
2






ou` ycible repre´sente l’e´tat cible du proble`me de controˆle, α ∈ R∗+ pe´nalisant le terme
inte´gral, et ou` l’e´tat du syste`me y ve´rifie une e´quation d’e´volution de la forme
∂ty − ν∆y = Bv sur I × Ω
y(0) = y0 sur {0} × Ω,
+ conditions aux limites.
(2.2)
Dans cette e´quation, ∆ est l’ope´rateur Laplacien et ν est une constante positive. La
condition initiale y0 appartenant a` L
2(Ω). La variable v est le controˆle agissant de fac¸on
line´aire sur le comportement y du syste`me a` travers l’ope´rateur B et la zone de controˆle
Ωc. Ce controˆle est un e´le´ment de l’espace V := L2(I, L2(Ω)) parfois appele´ espace des
controˆles admissibles. Formellement B ∈ L(V , L2(I, L2(Ωc))).




Remarque 2.2.1. Nous ne pre´cisons pas le type de conditions aux limites utilise´es. En
fait, notre me´thode reste valable pour diffe´rentes conditions aux limites. Sans perte de
ge´ne´ralite´, nous choisissons de traiter le cas des conditions de Dirichlet homoge`nes.
Introduisons donc le syste`me d’optimalite´ classique se´quentiel (2.5) dont nous vou-
drons paralle´liser la re´solution. Comme nous sommes dans le cadre du controˆle line´aire,
le couˆt (2.1) est strictement quadratique et strictement convexe. Il y a donc unicite´ de la
solution. Pour calculer nume´riquement l’optimum, nous utilisons la me´thode de descente
de gradient. Pour appliquer ce type de me´thode, nous devons bien suˆr disposer du gra-
dient de la fonctionnelle. Mais la de´pendance de l’e´tat du syste`me y en le controˆle v rend
difficile d’exprimer le gradient d’une manie`re explicite. Pour traiter cette difficulte´, nous
introduisons, comme il est classique de le faire, un nouvel e´tat, appele´ e´tat adjoint (e´ga-
lement appele´ e´tat dual) jouant le roˆle d’un multiplicateur de Lagrange dans la de´finition
du Lagrangien Lg associe´ a` notre proble`me :
Lg(v, y, p) := 1
2








〈∂ty − ν∆y − Bv, p〉2dt. (2.4)




(v, y, p) = 0,
∂Lg
∂y
(v, y, p) = 0,
∂Lg
∂p
(v, y, p) = 0.
(2.5)
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Ce syste`me conduit a` {
∂ty − ν∆y = Bv sur I × Ω
y(0) = y0 sur {0} × Ω, (2.6){ −∂tp− ν∆p = 0 sur I × Ω
p(T ) = y(T )− ycible sur {T} × Ω, (2.7)
αv + B∗p = 0 sur I × Ω, (2.8)
ou` B∗ est l’ope´rateur adjoint de B. L’e´tat adjoint p de´fini en (2.7) nous permet de calculer
explicitement le gradient ∇J de la fonctionnelle de couˆt (2.1) puisque :
∇J (v) = αv + B∗p.
2.3 Ele´ments de la paralle´lisation en temps
Notre me´thode est base´e sur une de´composition en sous-domaines du domaine temporel
du controˆle. Elle fournit des outils permettant de construire des sous-fonctionnelles et des
sous-proble`mes de controˆle inde´pendants. Ces sous-proble`mes peuvent alors eˆtre re´solus
simultane´ment.
2.3.1 De´composition en temps et paralle´lisation







0 = t0 < t1 < ... < tnˆ−1 < tnˆ = T.
Ceci conduit a` la de´finition de nˆ sous-proble`mes de la forme (2.9) ci-dessous.
Sur chaque intervalle In, nous cherchons a` trouver un controˆle v
⋆
n dans l’ensemble Vn :=
L2(In, L
2(Ωc)) des controˆles admissibles qui ve´rifie :












ou` yn est solution de l’EDP suivante :{
∂tyn − ν∆yn = Bvn sur In × Ω
yn(t
+
n ) = λn sur {t+n } × Ω, (2.11)
ou` (ξn)1≤n≤nˆ et (λn)0≤n≤nˆ−1 sont respectivement les cibles et les conditions initiales des
sous-proble`mes d’optimisation. Leurs de´finitions pre´cises sont donne´es par la suite.
Remarque 2.3.1. Les sous-fonctionnelles de couˆt (2.10) sont de la meˆme forme que la
fonctionnelle de couˆt (2.1). Ceci nous permet d’appliquer la meˆme me´thode pour minimiser
la fonctionnelle et les sous-fonctionnelles.
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2.3.2 Syste`me d’optimalite´ des sous-proble`mes
De meˆme que pour le proble`me initial (non-de´compose´ (2.3)), nous e´crivons les sys-
te`mes d’optimalite´ associe´s aux sous-proble`mes (2.9). Pour cela, nous en introduisons le










qui s’e´crit sous la forme :{
∂tyn − ν∆yn = Bvn sur In × Ω
yn(t
+
n ) = λn sur {t+n } × Ω, (2.12){ −∂tpn − ν∆pn = 0 sur In × Ω
pn(t
−
n+1) = y(tn+1)− ξn+1 sur {t−n+1} × Ω, (2.13)
αvn + B∗pn = 0 sur In × Ω. (2.14)
La solution de ce syste`me est note´e v⋆n.
Nous enregistrons une se´rie de points des conditions initiales de l’e´tat direct λ := {λ0, .., λnˆ}
et de conditions initiales pour l’e´tat adjoint γ := {γ1, .., γnˆ} qui nous servirons pour de´finir
la se´rie des cibles ξ := {ξ1, .., ξnˆ} :
ξn := ξ(tn) avec ξ(tn) := y(tn)− p(tn) (2.15)
tandis que la se´rie λ est de´finie par :
λn := y(tn), pour 0 ≤ n ≤ nˆ− 1 (2.16)
et la se´rie γ est de´finie par :
γn := p(tn), pour 1 ≤ n ≤ nˆ. (2.17)
La trajectoire ξ n’est pas re´gie par une e´quation aux de´rive´es partielles, et elle ve´rifie
ξ(tnˆ) = y
cible et la condition initiale de l’intervalle I0 ve´rifie a` son tour λ0 = y0.
Les sous-proble`mes (2.9) sont totalement disjoints et peuvent donc eˆtre re´solus simultane´-
ment et ne ne´cessitent aucune intercommunication. Pour chacune des unite´s de processeurs
disponibles nous allouons le traitement des sous-proble`mes (2.9) dont nous autorisons un
nombre fixe´ d’ite´rations locales gmax (voir paragraphe page 30). Une communication entre
le processeur maˆıtre et les processeurs esclaves est cependant ne´cessaire. Cette commu-
nication s’effectue par l’attribution a` chaque sous-intervalle des points ξn+1 et λn (voir
de´finition ci-dessous). La donne´e du couple (λn, ξn+1) est indispensable a` la de´finition de
la fonctionnelle (2.10) et de l’EDP (2.11). L’attribution de nˆ couples de ce type a` chacun
des sous-domaines In est ne´cessaire lors de la communication entre le processeur maˆıtre,
appele´ frontale ou cluster, et les processeurs agents appele´s esclave. La figure 2.1 illustre
le traitement paralle`le avec une de´composition de l’intervalle de temps en quatre sous-
intervalles. L’attribution du couple λn, γn sur chaque sous-intervalle permet une e´volution
de l’e´tat local paralle`le direct (rouge) et de l’e´tat local adjoint (bleu).
L’introduction de la trajectoire cible ξ est motive´e par le re´sultat suivant :
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Figure 2.1 – Cas de nˆ = 4 sous-intervalles de de´composition.
Lemme 2.3.2. Soit ξ⋆ la trajectoire cible de´finie en (2.15) avec y = y⋆ et p = p⋆,









De´monstration. Par unicite´ de la solution des sous-proble`mes de controˆle locaux, il suffit
de montrer que v⋆|In ve´rifie le syste`me des points critiques (2.12)–(2.14). Nous remarquons
d’abord que y⋆|In ve´rifie (2.12)avec vn = v
⋆
|In
et λn = y




et donc p⋆|In ve´rifie (2.13). L’e´quation (2.14) est une conse´quence de (2.13), d’ou` le re´sultat.
Remarque 2.3.3. Autrement dit, le lemme 2.3.2 donne une relation entre le minimum
de la fonctionnelle de couˆt J et les minima des fonctionnelles de couˆt Jn.
2.4 Algorithmes de controˆle optimal parabolique pa-
ralle`le
Dans cette section, nous pre´sentons dans un premier temps la structure ge´ne´rale de
notre me´thode de paralle´lisation, puis nous donnons les algorithmes de´veloppe´s a` partir
de cette me´thode et nous en discutons enfin la convergence.
2.4.1 Structure ge´ne´rale des la me´thode des cibles et conditions
initiales interme´diaires
Nous pre´sentons maintenant la structure ge´ne´rale de la me´thode des cibles et condi-
tions initiales interme´diaires : conside´rons un controˆle initial v0, supposons qu’a` l’ite´ration
k, nous connaissions vk. Le calcul de vk+1 est effectue´ comme suit :
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(1) Calculer yk, pk par le controˆle vk selon (2.6) et (2.7).
(2) Calculer les cibles et les conditions initiales interme´diaires (λkn)n≥0, (ξ
k
n)n≥1 respecti-
vement selon (2.16) et (2.15).
(3) Re´soudre approximativement nˆ sous-proble`mes (2.9) en paralle`le (pour n = 0, ..., nˆ−
1), pour chaque sous-intervalle nous effectuons gmax ite´rations d’une me´thode d’opti-
misation. La solution correspondante sera note´ v˜k+1n .
(4) De´finir v˜k+1 comme une concate´nation des e´le´ments (v˜k+1n )n=0,...,nˆ−1.
Afin de garantir le bon fonctionnement de cette me´thode et d’en assurer la stabilite´ et
la monotonie, nous relaxons les cibles et les conditions initiales interme´diaires par une
interpolation ade´quate du controˆle de la partie se´quentielle (en me´moire) et du nouveau
controˆle concate´ne´.
A partir de ces e´tapes base´es sur les de´finitions (2.15)–(2.16), nous avons de´veloppe´ deux
algorithmes pour simuler en paralle`le le proble`me du controˆle optimal pre´sente´ initiale-
ment. On appelle ces deux algorithmes sitpoc (serial intermediate target for optimal
control) et pitpoc (parallel intermediate target for optimal control) correspondant res-
pectivement a` :
• une approche des cibles et conditions initiales interme´diaires se´quentielles.
• une approche des cibles et conditions initiales interme´diaires parare´elles.
Les deux algorithmes posse`dent des structures semblables reposant sur les trois proce´dures
principales suivantes :
• Re´solution en se´quentiel : elle varie entre les deux algorithmes, mais dans les deux
cas, elle s’ope`re par l’optimisation d’une fonctionnelle de couˆt approprie´e.
• Re´solution en paralle`le : elle est identique pour les deux algorithmes, elle consiste
en une minimisation des sous-fonctionnelles de couˆt.
• Echange d’informations et communication : il s’agit de transfert d’informations
dans les deux sens ; du processeur maˆıtre vers les processeurs agents, et inversement.
On utilise ici la bibliothe`que de calcul et de transfert de message paralle`le MPI 4.
2.4.2 Premie`re approche : cibles calcule´es se´quentiellement
Dans cette sous-section nous pre´sentons une premie`re approche reposant sur ce qui a
e´te´ introduit, ou` nous conside´rons une re´solution tout a` fait se´quentielle de l’e´tape (1) afin
de de´finir les conditions et cibles interme´diaires (2.15) dont le calcul est effectue´ a` l’e´tape (2).
Cette proce´dure fournit quelques particularite´s que nous pre´sentons sous forme de re-
marques ci dessous.
Remarque 2.4.1. Selon le lemme 2.3.2 et la proce´dure pre´ce´dente, par une seule ite´ration
locale d’optimisation (i.e. gmax = 1), on dispose du gradient de J apre`s l’e´tape (3) :
∇Jn = ∇J|In .
4. MPI : Message Passing Interface.
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En effet, rappelons que :
∇J (t) = αv(t) + B∗p(t), ∀t ∈ I. (2.18)
Sur chaque sous-intervalle In=0,..,nˆ−1 on a aussi :
∇Jn(s) = αvn(s) + B∗pn(s), ∀s ∈ In,
ou` la fonction cible relative est telle que
ξn+1 = y(tn+1)− p(tn+1).
Repre´sentons le semi-groupe relatif aux e´quations (2.2) et (2.11) par Eτ (t; a, v) comme
un propagateur de l’e´tat direct partant de la condition initiale (a) a` l’instant t controˆle´e
par v pour une dure´e e´gale a` τ . Notons e´galement E∗ l’adjoint relatif au propagateur de
l’e´tat dual, sans variable de controˆle, tel que E∗τ (t, b) est le propagateur re´trograde de l’e´tat
adjoint b a` partir du temps t pendant une dure´e e´gale a` τ .
L’ope´rateur propagateur continu E est difficile a` produire sur informatique, une approxi-
mation de celui-ci, note´e F (respectivement F∗), est donc mise en place. F (respectivement
F∗) garde toutes les proprie´te´s de E (respectivement de E∗). Suivant ces de´finitions nous
avons :
ξn+1 = Ftn+1(t = 0;λ0; v|(0,tn))−F∗tnˆ−tn+1(tnˆ; p(tnˆ)).
Pour le choix des conditions initiales on prend λn,n=0,..,nˆ−1, telle que
λn = Ftn(t = 0;λ0; v|(0,tn)). (2.19)
On obtient donc
ξn+1 = Ftn+1−tn(tn;λn; vn)−F∗tnˆ−tn+1(tnˆ; p(tnˆ)). (2.20)
Or, pour tout s appartenant a` In on a :




2.4.3 L’algorithme sitpoc : Serial Intermediate Target for Pa-
rallel Optimal Control
L’algorithme sitpoc est une version basique directement issue de l’approche des cibles
interme´diaires. Nous de´veloppons ses e´tapes et nous e´tudions sa convergence.
Calculs se´quentiel des cibles et conditions initiales interme´diaires
Avant de pre´senter les algorithmes, nous introduisons l’erreur relative qui va constituer
notre crite`re d’arreˆt :
Errk =
|J (vk)− J (vk−1)|
|J (vk)| . (2.21)
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Nous pre´sentons, a` la page 21, l’algorithme calculant les cibles et conditions initiales d’une
manie`re se´quentielle. Nous pre´cisons les de´finitions de quelques mots techniques utilise´s
dans l’algorithme.
• Input : ce sont les donne´es que ne´cessite l’algorithme.
• foreach : utilise´ pour des ope´rations re´currentes sur chacun des indices (i.e. il s’agit
d’un calcul se´quentiel).
• forall : utilise´ pour des ope´rations simultane´es (i.e. il s’agit d’un calcul paralle`le).
• Mpi Send(objet, destination) : c’est une commande (sub-routine de la bibliothe`que
MPI) pour la communication entre processeurs. Elle envoie le message “objet” depuis
le processeur qui a exe´cute´ la commande vers le processeur “destination”. Cette com-
mande est ge´ne´ralement accompagne´e de la commande MPI Recv sur le processeur
destinataire.
• Mpi Recv(object, source) : c’est une commande (sub-routine de la bibliothe`que MPI)
pour la communication entre processeurs. Elle rec¸oit le message“objet”depuis le proces-
seur “source”. Attention cette ope´ration peut eˆtre bloquante, c’est a` dire que l’exe´cution
de la ligne de programme suivante ne se fait qu’apre`s avoir rec¸u le message “objet”.
• Mpi Broadcast(source,objet) : une commande MPI de communication globale. Elle per-
met de distribuer le message “objet” sortant de la “source”. Cette commande est de
type globale et elle doit s’executer sur tout les processeurs en meˆme temps.. Dans le cas
d’utilisation (mise en œuvre) de communications bloquantes, il ne sera plus necessaire
de faire un “Broadcast” de l’erreur “Err” afin d’arreˆter la boucle “repeat”
Cette pre´sentation de l’algorithme sitpoc explique en de´tail les e´tapes ne´cessaires qu’ef-
fectue ce dernier afin de pouvoir paralle´liser la re´solution du proble`me de controˆle op-
timal. Cet algorithme est adapte´ a` l’imple´mentation sur des super calculateurs en trois
parties principales. Une premie`re partie de re´solution se´quentielle calcule les e´tats direct
et adjoint dont nous extrayons les cibles et conditions initiales interme´diaires (ξkn+1 etλ
k
n).
Puis nous les communiquons selon leurs indices aux intervalles In pour construire les
sous-fonctionnelles (2.10). Cette communication est faite par le processeur maˆıtre qui se
charge d’envoyer ces informations vers chacun des processeurs esclaves. Apre`s cette proce´-
dure de communication, tous les processeurs esclaves posse`dent des fonctionnelles de´finies
sur les intervalles In. La deuxie`me partie fait l’objet du cadre local de la re´solution(voir
sous-section 2.3.2). La troisie`me partie boucle l’algorithme pour re´ite´rer les taˆches de
la premie`re partie a` l’ite´ration suivante. Dans cette troisie`me partie, nous effectuons la
concate´nation des variables de controˆle locales et mettons a` jour la variable globale du
controˆle afin de minimiser le couˆt (2.1).
Analyse de convergence
Dans ce qui suit, nous donnons des preuves de convergence de notre approche des
cibles interme´diaires permettant la paralle´lisation de proble`mes de controˆle optimal.
Lemme 2.4.2. L’ope´rateur Hessien : Hn est la restriction de l’ope´rateur H dont le
controˆle correspondant est a` support l’intervalle [tnˆ−1, tnˆ].
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Algorithme 1 : sitpoc : Serial Intermediate Target for Parallele Optimal Control
Input : ǫ, nˆ(# slave proc), y0, y
T , λ00 := y(0), v
0;
k ← 0; vk ← v0;
repeat
if master processor then
Evolve yk := y(vk) through (2.6);
Evolve pk := p(vk) through (2.7);
Compute (λkn)0≤n≤nˆ with (2.16);
Compute (γkn)nˆ≥n≥1 with (2.17);
foreach n ∈ {0, .., nˆ− 1} do
ξkn+1 ← λkn+1 − γkn+1;
vkn ← vk|In ;







forall slave processors(n)/ n ∈ {0, . . . , nˆ− 1} do






for g = 1 : gmax do
Evolve y˜k,gn := yn(v˜
k,g
n ) through (2.12);
Evolve p˜k,gn := pn(v˜
k,g
n ) through (2.13);
∇Jn(v˜k,gn )← αv˜k,gn +B∗p˜k,gn ;
v˜k,g+1n ← v˜k,gn − ρk,gn ∇Jn(v˜k,gn );
end
v˜k+1n ← v˜k,gmax+1n ;
Mpi Send (v˜k+1n ,master processor);
end
end
if master processor then
foreach n ∈ {0, .., nˆ− 1} do
Mpi Recv (v˜k+1n , processor(n));
end
v˜k+1 ← [v˜k+10 , .., v˜k+1n , .., v˜k+1nˆ−1];
θk ← − 〈∇J (vk),v˜k+1−vk〉
〈v˜k+1−vk,H(v˜k+1−vk)〉
;
Update vk+1 ← vk + θk(v˜k+1 − vk);
Evaluate Err according to (2.21) ;
end
k ← k + 1 ;Mpi Broadcast (master processor, Err);
until Err ≤ ǫ ;
Result : vk is the optimal control
21
De´monstration. Soit une variation de controˆle δv ∈ L2([0, T ];L2(Ωc)). Un calcul de diffe´-
rentielle standard donne :




ou` δy est la solution de l’e´quation suivante :{
∂tδy − ν∆δy = Bδv sur I × Ω
δy(0) = 0 sur {0} × Ω. (2.22)
Etant donne´ 0 ≤ n ≤ nˆ − 1, conside´rons maintenant la variation de controˆle δvn a`
support inclus dans le sous-intervalle In, δvn ∈ L2(In;L2(Ωc)). De la meˆme manie`re que
pre´ce´demment on trouve que :




ou` δyn est la solution de l’e´quation suivante :{
∂tδyn − ν∆δyn = Bδvn sur In × Ω
δyn(tn) = 0 sur {tn} × Ω. (2.23)
Supposons maintenant que δv = 0 sur [0, tnˆ−1]. La restriction de δy sur l’intervalle [tnˆ−1, tnˆ]
vaut δy(tnˆ−1) = 0. Elle est donc a` une translation temporelle pre`s la solution de (2.23).
Dans le lemme suivant, nous donnons une estimation de l’ope´rateur Hessien.








ou` β = α+ C/
√
2, avec C ≡ C(Ω) la constante de Poincare´ associe´e a` L2(Ω) .
D’apre`s le Lemme 2.4.2 Hn ve´rifie (2.24).
De´monstration. Graˆce a` (2.22) et a` l’ine´galite´ de Young, nous avons pour tout t ∈ [0, T ]















ou` ∇x repre´sente le gradient relatif a` la variable “x” d’espace. Comme δy ve´rifie les condi-
tions aux limites de Dirichlet impose´es a` l’e´quation aux de´rive´es partielles, nous pouvons
appliquer l’ine´galite´ de Poincare´ dans (2.25) pour obtenir :
‖δy(t)‖2 ≤ C‖∇δy(t)‖2 ,

















Posons maintenant ε = 2ν
C2










‖δv(t)‖22, car ‖B‖2 ≤ 1,
d’ou` le re´sultat, puisque ‖δy(0)‖22 = 0. 
Sous certaines hypothe`ses la convergence de l’algorithme sitpoc est garantie.
The´ore`me 2.4.4. Supposons que la se´quence de controˆle (vk)k∈N de´finie dans l’algorithme
2.4.3 ve´rifie :
J (vk) 6= J (v∞), ∀k ≥ 0, (2.26)
‖∇J (vk)‖v ≤ η‖vk+1 − vk‖v, ∀k ≥ 0, (2.27)
J (vk)− J (vk+1) ≥ κ‖vk − vk+1‖2v, ∀k ≥ 0, (2.28)
pour η > 0 et κ > 0. Alors (vk)k∈N converge line´airement avec un taux de convergence
(1− κ
2(γη)2
) ∈ [0, 1) vers la solution du syste`me d’optimalite´ local.
Notons que dans le cas ou` (2.26) est non ve´rifie´e, alors il existe k0 ∈ N tel que
vk0 = v∞,∀k ≥ k0, et l’optimum est atteint en un nombre fini d’ite´rations.
De´monstration. Soit J˜ la fonction de´finie par :
J˜ (v) = J (v)− J (v⋆).
Par de´finition de v⋆ nous avons :
J˜ (v) = 1
2




‖v − v⋆‖22dt, (2.29)
ou` H repre´sente l’ope´rateur Hessien associe´ a` la fonctionnelle objectif J .
Comme J est strictement quadratique nous avons :
∇J (v) = H(v − v⋆).
Par conse´quent
〈∇J (v), v − v⋆〉v = 〈H(v − v⋆), v − v⋆〉v ≥ α‖v − v⋆‖2v,
d’ou`
‖v − v⋆‖v ≤ 1
α
‖∇J (v)‖v. (2.30)
La combinaison de (2.29) et de (2.30) implique :√
J˜ (v) ≤ γ‖∇J (v)‖v , (2.31)
23






Nous avons alors :√
J˜ (vk)−
√









‖vk − vk+1‖2v (2.32)
≥ κ
2γ‖∇J (v)‖v ‖v
k − vk+1‖2v (2.33)
≥ κ
2γη‖vk − vk+1‖v ‖v
k − vk+1‖2v (2.34)
≥ c‖vk − vk+1‖v, (2.35)
ou` c = κ
2γη
. En effet, (2.32) vient de (2.28), (2.33) de (2.31) et (2.34) de (2.27). La










Nous e´tudions maintenant le taux de convergence de l’algorithme. Nous de´finissons rk =∑+∞
ℓ=k ‖vℓ+1 − vℓ‖. En sommant (2.35) a` partir de l = k jusqu’a` l’infini, nous obtenons :√
J˜ (vk) ≥ crk.
Avec (2.31) et (2.27), nous trouvons :
ηγ(rk − rk+1) ≥ crk. (2.36)
Notons que cette ine´galite´ implique que 1− c
ηγ





Nous obtenons donc 0 < C ≤ 1. Graˆce a` (2.36) :
(1− C)−krk ≥ (1− C)−(k+1)rk+1,
ce qui prouve le re´sultat. 
Nous donnons maintenant un exemple pour lequel les conditions (2.28)–(2.27) sont ve´ri-
fie´es.
The´ore`me 2.4.5. Nous supposons que l’etape (3) de l’Algorithme 2.4.1 (a` la page 17) est
re´alise´e par une ite´ration locale de la me´thode de la descente (gradient), et qu’a` l’e´tape k,
l’algorithme est initialise´ avec vkn := v
k
|In
. Alors (2.27)–(2.28) sont ve´rifie´es et l’algorithme
converge vers la solution du syste`me (2.12)–(2.14).

















Nous pouvons obtenir des estimations similaires sur le parame`tre de relaxation θ. Dans
cette optique, notons tout d’abord que nous ne conside´rons qu’une seule ite´ration de
la me´thode de descente de gradient : ∇Jn(vkn) = ∇J (vk)|In . Ainsi le parame`tre de la
relaxation θ vaut :
θk = − 〈∇J (v
k), v˜k+1 − vk〉v
〈v˜k+1 − vk, H(v˜k+1 − vk)〉v , (2.38)





‖v˜k+1n − vkn‖2vn .
Nous en de´duisons par (2.37) l’encadrement :
α
β





≤ θk ≤ −α
β
.
Montrons maintenant (2.27). Nous avons :










Nous pouvons ainsi encadrer ‖vk+1 − vk‖v de la fac¸on suivante :
α
β2
‖∇J(vk)‖v ≤ ‖vk+1 − vk‖v ≤ β
α2
‖∇J(vk)‖v (2.40)




Enfin, la variation de la fonctionnelle du couˆt entre deux ite´rations successives de
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l’algorithme vaut :
J(vk)− J(vk+1) = 〈∇J(vk), vk − vk+1〉v − 1
2
〈HJ(vk − vk+1), vk − vk+1〉v
= −θk〈∇J(vk), v˜k+1 − vk〉v
− 1
2




(〈∇J(vk), v˜k+1 − vk〉v)2
〈HJ(v˜k+1 − vk), v˜k+1 − vk〉v = −
θk
2











































‖vk+1 − vk‖2v. (2.41)






2.4.4 Deuxie`me approche : cibles calcule´es paralle`lement
Dans l’approche pre´ce´dente, chaque e´tape ne´cessite une propagation/re´solution se´-
quentielle sur tout l’intervalle de temps I. Nous pre´sentons maintenant une approche plus
adapte´e aux machines paralle`les. En effet, nous alle´geons le traitement de la partie se´-
quentielle de l’algorithme pre´ce´dant. Nous signalons que pendant le traitement se´quentiel
effectue´ par le processeur maˆıtre les processeurs esclaves ne font aucune taˆche, ce qui fait
de cette dure´e un temps mort de traitement paralle`le. La super machine paralle`le sur
laquelle nous exe´cutons le calcul se trouve alors sous-exploite´e.
Afin d’utiliser au mieux ces ressources informatiques, nous conside´rons cette re´solution
se´quentielle, et nous remplac¸ons le solveur propagateur fin F par un solveur propagateur
grossier G. En contrepartie, l’emploi d’un tel solveur propagateur de´gradera d’une manie`re
directe la de´finition des cibles interme´diaires, ce qui peut ge´ne´rer des instabilite´s nume´-
riques. Une technique permettant de re´soudre ce proble`me, consiste a` corriger l’erreur
issue du solveur grossier par des solutions fines calcule´es en paralle`le. La correction que
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nous proposons est une combinaison entre les solutions grossie`re et fine qui sont en me´-
moire cache et entre la solution grossie`re de l’ite´ration courante. Malgre´ cette correction
des erreurs provenant du calcul se´quentiel grossier, l’algorithme peut pre´senter des inco-
he´rences vis-a`-vis de la monotonie. Une relaxation est donc mis en place a` cet effet. Cette
relaxation donne plus de flexibilite´ a` l’algorithme et permet une mise a` jour des variables
ite´ratives (vk et λkn) d’une manie`re qui garantie la monotonie de la minimisation. Nous
introduisons une notation approprie´e au niveau de l’algorithme parare´el (2.42) s’inscri-
vant dans le cadre du controˆle des e´quations d’e´volutions. Nous utiliserons la notation de
F∆T pour de´signer une propagation fine pendant une dure´e ∆T , respectivement G∆T pour
de´signer une propagation grossie`re pendant une dure´e ∆T . Nous rappelons tout d’abord
l’algorithme sans controˆle pre´sente´ ainsi dans [6, 9],
λk+1n = G∆T (λk+1n−1) + F∆T (λkn−1)− G∆T (λkn−1), (2.42)
mettant a` jour les conditions initiales des sous-proble`mes dont les e´tats sont de´finis par :{
∂tyn − ν∆yn = Bvn sur In × Ω
yn(t
+
n ) = λn sur {tn} × Ω. (2.43)
Nous adopterons la formulation suivante dans le cadre de notre proble`me :
λk+1n = G∆T (λk+1n−1; vk+1n−1) + F∆T (λkn−1; vkn−1)− G∆T (λkn−1; vkn−1), (2.44)
ou` vk+1 est le controˆle courant, il commande le solveur G∆T qui a` son tour pre´dit l’e´tat le
long de l’intervalle temporel. Le reste de la formule est issu des calculs pre´ce´dents, il est
en me´moire cache.
Remarque 2.4.6. Nous pouvons utiliser deux types de controˆles pour le solveur fin F∆T .
Ces deux possibilite´s sont pre´sente´es ulte´rieurement.
Dans la suite nous conside´rons une suite de fonctions couˆt (Φ(θ)k)k≥0 ou` θ est un
parame`tre re´el. A` chaque ite´ration k nous allons chercher le minimum de cette fonction
qui nous servira ensuite a` la mise a` jour du controˆle vk et des conditions initiales (λkn)
k≥0
n≥0.










La fonction Φk(θ) atteint son minimum, note´ Φ
k+1, en la valeur θ = θk. C’est-a`-dire :
Φk+1 := Φk(θ
k). (2.46)
La conception de cette fonction prend en conside´ration un e´tat final parare´el λk+1nˆ (θ) (dont
nous pre´cisons la formulation de mise a` jour (2.48) un peu plus tard). Il s’agit ici d’un
e´tat relaxe´ dont l’e´volution est tout a` fait paralle`le.
Remarque 2.4.7. Dans l’algorithme pitpoc, il est ne´cessaire de relaxer les conditions
initiales (λn)1≤n≤nˆ−1 (comme c’est le cas pour sitpoc) pour assurer la monotonie de
(Φk(θ
k))k≥0 (voir de´finition ci-apre`s) dans le sens ou` :
Φk(θ = 0) = Φk−1(θ
k−1) = Φk−1.
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Introduisons donc la relaxation θ ponde´rant les conditions initiales parare´elles (i.e.
(λkn)
k≥0
n≥0) pour garantir la monotonie de la fonction couˆt de´pendante de l’ite´ration courante
k (que l’on de´finira ci-dessous en (2.45)).
Pour cela, conside´rons un ope´rateur de correction note´ : C∆T de´fini suivant une re´currence







k−1 alors l’ite´re´ suivant est de´fini
par :
C∆T (θ;λkn; vkn) := (1− θ)C∆T (θk−1;λk−1n ; vk−1n ) + θ(F − G)∆T (λkn; vkn). (2.47)
Cette formule a un aspect de correction relaxe´e vis-a`-vis des conditions initiales des
sous-proble`mes. Ces conditions seront de´finies par re´currence sur deux indices k et n,
associe´s respectivement a` l’ite´ration courante et a` l’intervalle courant :
λk+1n+1(θ) = G∆T (λk+1n ; vk+1n (θ)) + C∆T (θ;λkn; vkn), (2.48)
repre´sentant le parare´el adapte´ a` la structure ite´rative de notre me´thode dont le controˆle
vk+1n (θ) est mis a` jour selon v
k+1(θ) = vk + θ(v˜k+1 − vk). Il est important de conside´rer la




vk+1(θ = 0) := vk := vk(θk−1).
Egalement,




Remarque 2.4.8. – Nous soulignons que le terme initial λk0 de la suite re´currente
(λkn)
k≥0
n≥0 est un terme fixe inde´pendant de k.








λk+1n+1(θ = 0) = G∆T (λk+1n ; vk+1n (θ = 0)) + C∆T ((θ = 0);λkn; vkn)
= G∆T (λk+1n ; vkn) + C∆T (θk−1;λk−1n ; vk−1n )









n+1 − λkn+1), (2.49)




A` chaque ite´ration, et apre`s avoir concate´ne´ les controˆles paralle`les obtenus sur les
sous-intervalles par une proce´dure de gradient a` pas fixe ou variable. Nous souhaitons que
les trajectoires des e´tats direct et adjoint deviennent continues, nous employons pour cela
une approche ite´rative. Pour cette raison, nous introduisons dans la partie se´quentielle de
l’approche une fonction couˆt, de´pendante du parame`tre θ, a` minimiser, dont il faut noter
que l’e´tat final λnˆ du syste`me parare´el est homologue a` un e´tat y(T ). Ceci est propage´
suivant l’algorithme parare´el (2.49).
Remarque 2.4.9. Les sous-fonctionnelles de couˆt (2.10) sont de meˆme type que la fonc-
tionnelle de couˆt globale (2.1). En effet, elles sont quadratiques en deux contributions ;
une inte´grale pour l’e´nergie et une autre mesurant l’e´cart de la solution avec sa cible.
Remarque 2.4.10. Notre me´thode repose plus pre´cise´ment sur l’ite´ration de l’algorithme
parare´el qui est couple´ avec l’algorithme de la sous-section 2.4.2 pre´ce´dente.
Equations et affectations Dans ce paragraphe, on pre´sente les e´quations mises en
place par l’approche afin d’affecter correctement et mettre a` jour les variables servant a`
produire le controˆle ade´quat. On pre´sente ce qui se produit globalement dans le cadre
se´quentiel et ce qui se produit localement en paralle`le.
Cadre global : Dans la partie globale (calcul se´quentiel) chaque ite´ration k de
l’algorithme (2.4.5 voir ci-dessous) est une minimisation de la fonction (2.45). En plus
de cela, le parare´el relaxe´ est mis en place afin de rapprocher l’e´tat final λknˆ du syste`me
paralle`le a` celui du syste`me se´quentiel.
La mise a` jour des suites vk+1 := vk+1(θ) et λk+1 := λk+1(θ) est formalise´e de la fac¸on
suivante :
vk+1 = vk + θ(v˜k+1 − vk), (2.50)
λk+1 = λk + θ(λ˜k+1 − λk), (2.51)
ou` v˜k et λ˜k sont respectivement la concate´nation sur l’indice n (du sous-intervalle de
temps) du controˆle local v˜kn et de la condition initiale locale λ˜
k
n qui se mettent a` jour selon













)− G∆T (λkn;{v˜knvkn ). (2.52)








repre´sentent des choix admissibles de controˆle pour le solveur.
Ayant calcule´ cette e´quation, la formule (2.51) fournit les conditions initiales corres-
pondant a` l’e´tape suivante.
Comme les conditions initiales (λ˜kn)
k≤kˆ
n≤nˆ ont une structure parare´elle, il en est de meˆme
pour les e´tats duaux γ = (γn)n≥0 sur lesquels on ite`re d’une manie`re parare´elle similaire
a` celle des λ˜, graˆce a` la formule :
γk+1n+1 = G∗∆T (γk+1n+2) + F∗∆T (γkn+2)− G∗∆T (γkn+2). (2.53)
L’ope´rateur F∗∆T (respectivement l’ope´rateur G∗∆T ) repre´sente l’ope´rateur adjoint de F∆T
(respectivement l’ope´rateur adjoint de G∆T ) c’est a` dire le propagateur re´trograde.
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Cadre local : A` ce niveau local (i.e. sur les intervalles In) nous optimisons d’une
manie`re paralle`le les fonctionnelles Jn (voir de´finition dans (2.10)). Nous minimisons
localement par la me´thode de gradient qui s’e´crit sous la forme :
v˜k,g+1n = v˜
k,g
n − ρk,gn ∇Jn(v˜k,gn ),








2.4.5 L’algorithme pitpoc : Parareal Intermediate Target for
Parallel Optimal Control
L’algorithme pitpoc diminue la complexite´ de calcul, surtout pour la partie se´quen-
tielle de l’algorithme sitpoc, par l’interme´diaire d’un couplage entre l’algorithme sitpoc
et l’algorithme parare´el.
Calcul paralle`le des cibles et conditions initiales interme´diaires
L’algorithme est pre´sente´ a` la page 31. Pour connaˆıtre les de´finitions des mots cle´s voir
page 20.
Proposition 2.4.12 (Monotonie du processus).
La suite (Φk)k≥0 de´finie dans l’e´quation (2.46) est de´croissante :
Φk ≥ Φk+1, ∀k ∈ N
De´monstration. Rappelons tout d’abord les formules des de´rive´es premie`re et seconde








‖v˜k+1 − vk‖22dt+ ‖λ˜k+1nˆ − λknˆ‖22. (2.55)
La fonction Φk(θ) est quadratique en θ et atteint son minimum Φ






θk est donc solution de Φ′k(θ) = 0. En effet, un de´veloppement limite´ a` l’ordre deux au
voisinage de ze´ro de la fonction Φk(θ) permet d’e´crire :







Algorithme 2 : pitpoc : Parareal Intermediaite Target for Parallel Optimal Control
Input : ǫ, nˆ(#slave proc), y0, y
T , λ00 := y(0); k ← 0;
repeat
if master processor then
if k=0 then
Evolve yk through (2.6) using coarse time step;
Evolve pk through (2.7) using coarse time step;
Compute (λkn)0≤n≤nˆ with (2.16);
Compute (γkn)nˆ≥n≥1 with (2.17);
else








/⋆ Hence, one gets λk
nˆ








foreach n ∈ {0, .., nˆ− 1} do
ξkn+1 ← λkn+1 − γkn+1; vkn ← vk|In ;







forall slave processors(n)/n ∈ {0, . . . , nˆ− 1} do






for g = 1 : gmax do
Evolve y˜k,gn := yn(v˜
k,g
n ) through (2.12);
Evolve p˜k,gn := pn(v˜
k,g
n ) through (2.13);
∇Jn(v˜k,gn )← αv˜k,gn +B∗p˜k,gn ;
v˜k,g+1n ← vk,gn − ρk,gn ∇Jn(v˜k,gn );
end
v˜k+1n ← v˜k,gmax+1;
Mpi Send (v˜k+1n ,F∆T (λkn, v˜k,gmaxn ),F∗∆T (γkn+1),master processor);
end
end
if master processor then
foreach n ∈ {0, .., nˆ− 1} do
Mpi Recv (v˜k+1n ,F∆T (λkn, v˜k,gmaxn ),F∗∆T (γkn+1), processor(n)) ;
end
v˜k+1 ← [v˜k+10 , .., v˜k+1n , .., v˜k+1nˆ−1];
Compute λ˜k+1n+1 with (2.52);
θk ← −Φ′k(0)/Φ′′k(0) ; Evaluate Err according to (2.21);
end
k ← k + 1 ;Mpi Broadcast (master processor, Err);
until Err ≤ ǫ ;
Result : vk is the optimal control
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ce qui donne la formule (2.56) de´signant le minimum d’une telle parabole.
En remplac¸ant le parame`tre θ de l’e´quation (2.57) par θk on obtient :









Cette quantite´ repre´sente la variation de la suite (Φk)k≥0 calcule´e par l’algorithme. Φ
′′
k(0)
est toujours positif, on aura donc Φk − Φk+1 ≥ 0 ce qui ache`ve la de´monstration. 
2.4.6 Complexite´ des algorithmes et strate´gie de de´composition
La strate´gie de de´composition varie conside´rablement d’une me´thode paralle`le a` une
autre. En effet, elle est principalement relie´e a` la complexite´ algorithmique et fatalement
a` l’informatique. Dans tous nos tests et strate´gies de de´composition de domaine temporel,
nous conside´rons des taˆches paralle`les e´quivalentes.
Remarque 2.4.13. Suivant la line´arite´ du proble`me de controˆle optimal, il suffit de
produire en paralle`le les λ˜k+1 pour ensuite avoir la relaxation optimale puis utiliser la
formule (2.51) afin de produire les λk+1. Par ailleurs, la line´arite´ du controˆle donne´e
dans (2.50) aide a` re´duire un calcul important d’une e´volution fine se´quentielle, voire
grossie`re se´quentielle dans le cas du deuxie`me algorithme.
La complexite´ CF (respectivement CG) relative au solveur fin (respectivement grossier)
sur un sous-intervalle de temps avec CF = ∆T
τF
(respectivement : CG = ∆T
τG
), avec ∆T
(respectivement : τF et τG) est la taille du sous-intervalle de temps In (respectivement :
le pas de temps fin et grossier). On introduit le rapport r entre les pas de discre´tisation





Le de´fi principal des superordinateurs calculateurs est la communication inter-processeurs.
Cette taˆche est de´terminante dans le calcul paralle`le. Les clusters 5 qui sont constitue´s
(par exemple) de machines de type nouvelle ge´ne´ration quadri-cœur les nombres 4 et 8
des processeurs employe´s sont tre`s de´terminants de l’acce´le´ration des communications et
donc de la re´solution en ge´ne´ral. En effet, si nous utilisons 4 cœurs alors la communication
s’effectue au niveau des me´moires vive locales, de meˆme pour 8 mais cette fois-ci avec une
me´moire locale se situant un peu plus loin que celle du 4 cœurs.
Ge´ne´ralement les structures MPI des ordinateurs paralle`les posse`dent une synchronisation
automatique, ce qui rend le calcul plus simple. Nous sommes donc partis sur cette voie
au niveau de l’imple´mentation de notre algorithme pour les mises a` jour des variables,
notamment celle du controˆle.
L’efficacite´ de la paralle´lisation d’un calcul est lie´e a` :
1. la manie`re de structurer un algorithme,
2. la machine avec laquelle on traite le proble`me,
3. la manie`re de coder.
5. C’est un assemblage re´seau de machines puissantes qui forme un calculateur ge´ant. On l’appelle
aussi frontale.
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Dans notre mise en œuvre nous avons exploite´ :
La line´arite´ du proble`me de controˆle selon y(v+δv) = y(v)+y(δv), apre`s avoir effectue´
une premie`re ite´ration d’optimisation ne´cessitant 3nˆ CF ope´rations, cette e´quation
sera ope´rationnelle.
La structure SPMD 6 automatise la synchronisation des donne´es. Cela nous permet de
re´duire conside´rablement le transit des informations de plusieurs dizaines de re´els
contenues dans un vecteur, a` un seul re´el (qui est la relaxation θ).
D’un point de vue algorithmique, pour un nombre pre´-de´termine´ gmax d’ite´rations locales
de sous-optimisations, nous cumulons a` une ite´ration k > 1 les complexite´s suivantes
respectivement pour la premie`re et la deuxie`me approche.
Csitpoc(nˆ, gmax) =
(





nˆ+ k(2gmax + 1)
)CF .
En effet, si k = 1 le terme 3nˆCF (respectivement 3nˆCG) repre´sente les trois e´volutions
lors de la premie`re ite´ration, le long de l’intervalle I, de l’e´tat, de son adjoint et de sa
perturbation 7 pour un calcul fin (respectivement grossier).
















2.5 Interpre´tation matricielle de la me´thode et quelques
extensions
Dans cette section, nous pre´sentons le proble`me de controˆle optimal discret et nous
proposons une interpre´tation matricielle de la me´thode des cibles et conditions initiales
interme´diaires. Nous e´tablissons e´galement un lien entre nos deux algorithmes de controˆle
optimal paralle`le d’un cote´ et la me´thode de Jacobi par bloc d’un autre cote´.
2.5.1 Discre´tisation du proble`me de controˆle optimal
Rappelons la de´finition du couˆt quadratique associe´ au proble`me d’optimisation :
J (v) := 1
2






La contrainte que ve´rifie l’e´tat du syste`me est une e´quation aux de´rive´es partielles para-
bolique : 
∂ty − ν∆y = Bv, sur [0, T ]× Ω
y(0) = y0, sur {t = 0} × Ω,
+ Conditions aux bords.
(2.60)
6. En Anglais, Single Program Multiple Data, aide a` la reconnaissance des variables dans un seul
programme par tout les processeurs.
7. C’est l’e´tat controˆle´ avec une perturbation δv de controˆle a` partir de la condition initiale : la fonction
ze´ro.
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ou` y0 appartient a` L
2(Ω) et l’ope´rateur B est un ope´rateur de L(L2(I, L2(Ω)), L2(I, L2(Ωc))).
Pre´sentons les outils nous permettant de discre´tiser le proble`me de controˆle optimal.
Maillons le domaine spatial Ω par une triangulation Th(Ω) afin d’approcher, par une me´-
thode des e´le´ments finis, les solutions de notre proble`me. Conside´rons l’e´le´ment fini P1
(polynoˆme de degre´ 1) pour l’approximation de l’e´tat y(t, .) ∈ U := H1(Ω) et l’e´le´ment fini
P0 (constantes par e´le´ment) pour l’approximation de la variable de controˆle v(t, .) ∈ L2(Ω).
Soit donc l’ensemble {ψi}sˆi=1, sˆ > 1, des fonctions de base de l’espace des e´le´ments finis
Uh ⊂ U approchant les solutions de l’e´tat y(t, .) et l’ensemble {φi}qˆi=1 de fonctions de base
de l’espace des e´le´ments finis Vh ⊂ L2(Ω) approchant la variable de controˆle v(t, .).
Notons les matrices de masse Mh ∈ Rsˆ×sˆ et de rigidite´ Ah ∈ Rsˆ×sˆ respectivement
par (Mh)ij := 〈ψi, ψj〉 et (Ah)ij := ν〈∇ψi,∇ψj〉. Notons la matrice de masse Rh ∈ Rqˆ×qˆ
relative au controˆle de´finie par (Rh)ij := 〈φi, φj〉 et notons e´galement la discre´tisation
de l’ope´rateur B par Bh ∈ Rsˆ×qˆ ; (Bh)ij := 〈ψi,Bφj〉, ou` 〈., .〉 est le produit scalaire de
l’espace L2(Ω). Notons que Bh est nulle pour des indices correspondant a` des points hors
du support Ωc du controˆle. Par une me´thode de pe´nalisation nous inte´grons les conditions
aux bords du domaine Ω dans la matrice de masse s’il s’agit des conditions de Dirichlet
(e.g. le cas ou` y(t, .) ∈ H10 (Ω)), autrement ces conditions figureront au second membre du
syste`me a` re´soudre.
Par convention nous notons y ∈ Rsˆ et v ∈ Rqˆ les repre´sentations nodales, sur le
maillage Th(Ω), de l’e´tat y(t, .) ∈ U et du controˆle v(t, .) ∈ L2(Ω), et afin de montrer leurs
de´pendances en temps nous notons y¯ et v¯ respectivement.
En e´crivant la formulation variationnelle de l’e´quation de l’e´tat du syste`me (2.60), et
en choisissant les fonctions tests e´gales aux fonctions de bases. Cette discre´tisation spatiale
prend alors la forme suivante :
Mh ˙¯y +Ahy¯ = Bhv¯. (2.61)
Pour la discre´tisation en temps, nous conside´rons lˆ nœuds de l’intervalle de temps I et
nous utilisons la me´thode d’Euler implicite. Alors le sche´ma en temps s’e´crit :
(Mh + τAh)yl+1 −Mhyl = τFBhvl+1, (2.62)
ou` 0 ≤ l ≤ lˆ = T
τF
et τF est le pas de discre´tisation en temps tel que tl = l × τF , et
yl ≈ y¯(tl) le vecteur colonne de taille sˆ de l’e´tat a` l’instant tl avec 0 ≤ l ≤ lˆ, e´galement
vl ≈ v¯(tl) le vecteur colonne de taille qˆ du controˆle a` l’instant tl.
La forme tensorielle temps-espace est repre´sente´e par des matrices par blocs. Soit
F :=Mh, et FτF :=Mh + τFAh
alors on a
FτF yl+1 = Fyl + τFBhvl+1.
Posons y := [yT1 , .., y
T
l , ..., y
T
lˆ
]T ∈ Rlˆsˆ et v := [vT1 , .., vTl , ..., vTlˆ ]T ∈ Rlˆqˆ les vecteurs colonne
repre´sentant respectivement l’e´tat direct et le controˆle sur tout le temps discret (avec cette
notation un vecteur de dimension lˆsˆ (resp lˆqˆ) est un grand vecteur de lˆ sous-vecteurs de
tailles sˆ (resp qˆ)).
Dans ce qui suit et selon notre notation, une matrice par bloc dans R(ab)×(cd) posse`de
a blocs lignes et c blocs colonnes ou` chaque blocs est une matrices de tailles b× d.
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L’e´tat discret du syste`me est alors re´gi par l’e´quation matricielle suivante :
Ey +Bv = C,
ou` E ∈ R(lˆsˆ)×(lˆsˆ) et B ∈ R(lˆsˆ)×(lˆqˆ), qui sont donne´es par :
E =

FτF 0 0 0
−F FτF 0 0
0
. . . . . . 0
0 0 −F FτF
 , et B = −τF

Bh 0 0 0
0 Bh 0 0
0 0
. . . 0
0 0 0 Bh

Le vecteur colonne C ∈ Rlˆsˆ repre´sente les conditions initiales du proble`me, il est de´fini
par C := [(Fy0)
T ,0T ...,0T ]T ou` y0 ∈ Rsˆ est le vecteur condition initiale et 0 = [0, . . . , 0]T .
Afin d’approcher l’inte´grale en temps dans la fonctionnelle de couˆt J (pre´sente´e au
de´but de la section) nous utilisons la me´thode des trape`zes. Nous pouvons donc donner








ou` la matriceK ∈ R(lˆsˆ)×(lˆsˆ) est diagonale par blocs, de´finie parK := Blockdiag(0, . . . ,0, F ),
le vecteur cible ξ¯lˆ ∈ Rlˆsˆ est un vecteur colonne de´fini par ξ¯lˆ := [0T , . . . ,0T , ξTlˆ ]T ou` ξlˆ ∈ Rsˆ





Rh 0 0 0 0
0 Rh 0 0 0
0 0
. . . 0 0
0 0 0 Rh 0




Remarque 2.5.1. Par abus de notation, les symboles λ, ξ et γ correspondront a` des
repre´sentations nodales, ce seront donc des vecteurs de dimensions finies plutoˆt que des
fonctions continues.
2.5.2 Syste`me d’optimalite´ global discret
Afin de calculer les points critiques, nous introduisons le Lagrangien discret Lτh de´fini
par :
Lτh(y,v,p) := Jh,τ (v,y) + pT (Ey +Bv −C), (2.64)
ou` p est le multiplicateur de Lagrange associe´ a` la contrainte que ve´rifie l’e´tat y, ce nouvel
e´tat portera le nom d’e´tat adjoint discret.


















Nous venons de de´velopper la discre´tisation du proble`me de controˆle optimal se´quentiel
sur l’intervalle de temps [0, T ]. Dans ce qui suit nous de´veloppons la discre´tisation du
proble`me de controˆle optimal paralle`le. Nous conside´rons donc les syste`mes d’optimalite´
locaux.
2.5.3 Syste`mes d’optimalite´ locaux discrets




Tn = n∆T pour 0 ≤ n ≤ nˆ. Les sous-intervalles In sont a` leurs tours de´compose´s, cette




Dans ce qui suit, nous conside´rons un indice jn :=
Tn
τF
dont l’indice n parcourt 0, 1, . . . , nˆ.
On a donc
jn + mˆ = jn+1.
Remarque 2.5.2. Les symboles en gras indexe´s par “ n” (et notamment les matrices par
blocs) correspondent aux sous-intervalles In.
On de´finit le vecteur colonne yn := [y
T
jn−1+1
, .., yTjn ]
T ∈ Rmˆsˆ (i.e. un vecteur compose´
de mˆ sous-vecteurs de tailles sˆ), pour 1 ≤ n ≤ nˆ, de sorte que nous avons la re´e´criture par
bloc du vecteur de l’e´tat direct y = [yT1 , . . . ,y
T
n , . . . ,y
T
nˆ ]
T ∈ Rlˆsˆ, et e´galement du vecteur
de l’e´tat adjoint p = [pT1 , . . . ,p
T
n , . . . ,p
T
nˆ ]
T ∈ Rlˆsˆ avec pn := [pTjn−1 , .., pTjn−1]T ∈ Rmˆsˆ, pour
1 ≤ n ≤ nˆ. On de´finit enfin l’ensemble des vecteurs colonnes correspondant aux cibles
interme´diaires (ξjn)1≤n≤nˆ ∈ Rsˆ par :
ξjn := yjn − pjn . (2.66)
Dont nous identifions : ξjnˆ = ξlˆ .
Apre`s avoir attribue´ des cibles et conditions initiales aux sous-intervalles de temps,
nous sommes maintenant en mesure d’introduire les syste`mes paralle`les d’optimalite´. Dans
ce qui suit nous de´veloppons ces syste`mes locaux discrets qui se re´solvent simultane´ment.
Nous supposons donne´es des vecteurs y˜ := [y˜1, .., y˜lˆ]
T et p˜ := [p˜1, .., p˜lˆ]
T de sorte a`
pouvoir de´finir les cibles selon (2.66) par ξ˜jn := y˜jn − p˜jn ainsi de´finir (ξ¯jn)n=1,..nˆ comme
une suite de vecteurs colonnes de Rmˆsˆ de´finis par ξ¯n := [0
T , . . . ,0T , ξ˜Tjn ]
T . Introduisons ces
nouvelles cibles dans la de´finition du couˆt J (voir e´quation (2.10)) qui apre`s discre´tisation




(yn − ξ¯n)TKn(yn − ξ¯n) + 1
2
vTnGnvn, (2.67)





Rh 0 0 0 0
0 Rh 0 0 0
0 0
. . . 0 0
0 0 0 Rh 0





vn := [vjn−1 , .., vjn−1]
T tel que v = [v1, ..,vnˆ]
T .
Le sous-syste`me des points critiques est obtenu par l’introduction du Lagrangien discret
Lh,τn associe´ a` la contrainte que forme l’e´quation de l’e´tat local de´fini sur l’intervalle de
temps In. Elle doit eˆtre re´solue en paralle`le :
Enyn +Bnvn = Cn, (2.68)
ou` Cn := [(F y˜jn−1)
T ,0T , . . . ,0T ]T ∈ Rmˆsˆ est un vecteur colonne repre´sentant les condi-
tions initiales pour chaque proble`me local et le vecteur colonne y˜jn−1 ∈ Rsˆ est un e´le´-
ment d’un vecteur colonne par blocs y˜ ∈ Rlˆsˆ suppose´ donne´. Tandis que la matices
En := Blocklowerdiag(FτF ,−F ) ∈ R(mˆsˆ)×(mˆsˆ) ;( i.e. Eii = FτF ), la matrice Bn ∈ R(mˆsˆ)×(mˆqˆ)
Bn = −τF

Bh 0 0 0
0 Bh 0 0
0 0
. . . 0
0 0 0 Bh

Le Lagrangien discret est donc de´fini par :
Lh,τn (yn,vn,pn) := Jh,τn (vn,yn) + pTn (Enyn +Bnvn −Cn). (2.69)
L’e´tat adjoint pn est un multiplicateur de Lagrange pour la contrainte (2.68) ve´rifie´e par
l’e´tat local (dont la re´solution est re´alise´e en paralle`le).



















2.5.4 Repre´sentation matricielle de la me´thode des cibles inter-
me´diaires
Dans cette sous-section nous illustrons d’un point de vue matriciel la proprie´te´ de de´-
composition utilise´e par la me´thode des cibes interme´diaires sur les proble`mes de controˆle
optimal. Nous introduisons pour cet effet le the´ore`me suivant, qui nous sert par la suite a`
illustrer en termes matriciels les e´tapes des algorithmes pre´sente´s dans ce chapitre.
The´ore`me 2.5.3. Pour toute valeur de nˆ ≥ 2 le syste`me AX = b relatif au proble`me
global de controˆle optimal (voir (2.65)) est de´composable en sous syste`mes de taille plus
petite, relatifs au sous proble`mes de controˆle optimal, de type AnnXn = bn (voir (2.70)) et
relie´s a` travers les seconds membres (bn)n=1,..,nˆ. La somme des tailles de ces sous syste`mes
est e´gale a` la taille du syste`me global et la de´composition employe´e est arbitraire.
Dans la preuve ci-dessous, nous ne de´taillons pas toutes les dimensions des matrices
par blocs issues de la de´composition afin de donner une structure arbitraire a` cette de´com-
position. Cependant, nous supposons que les dimensions de ces matrices (e.g Eii, i = 1, 2)
sont compatibles a` la dimension de la matrice me`re (i.e. E).
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De´monstration. On proce`de par re´currence. On montre tout d’abord que le syste`me (2.65)
est de´composable en deux sous syste`mes disjoints. Puis on suppose que le re´sultat est vrai
a` un rang nˆ > 2 de sous-domaines et on montre que la formule est vrai a` l’ordre nˆ+ 1.
De´composition en nˆ = 2 sous-domaines temporels de tailles arbitraires :
On prend y = [yT1 ,y
T
2 ]
T , v = [vT1 ,v
T
2 ]




La matrice globale a` de´composer est la suivante : E B 00 G BT
K 0 ET
 .
Nous rappelons que toutes les matrices par blocs sont diagonales par blocs a` l’exception de
E qui est bi-diagonale infe´rieur par blocs. Par conse´quent, si nous de´coupons en deux cette
matrice a` la i-e`me ligne bloc et a` la j-e`me colonne bloc, nous obtenons quatre matrices





ou` E11 ∈ R(isˆ)×(jsˆ) et E22 ∈ R((lˆ−i)sˆ)×((lˆ−j)sˆ) sont des matrices bi-diagonales par blocs de
la meˆme forme que E. La matrice E21 est donc une matrice ve´rifiant (E21)lk = 0 pour
tout bloc colonne k avec 0 ≤ k ≤ j − 1 et tout bloc ligne l avec i + 2 ≤ l ≤ lˆ et que
(E21)(i+1)j = −F .
Apre`s de´composition nous avons :
E11 0 B11 0 0 0
E21 E22 0 B22 0 0
0 0 G11 0 B
T
11 0
0 0 0 G22 0 B
T
22
0 0 0 0 ET11 E
T
21




















Par un re´arrangement du vecteur inconnu, nous obtenons le syste`me e´quivalent suivant :
E11 B11 0 0 0 0
0 G11 B
T
11 0 0 0
0 0 ET11 0 0 E
T
21
E21 0 0 E22 B22 0
0 0 0 0 G22 B
T
22




















En ajoutant et en retranchant le produit matrice vecteur suivant K11y1 on obtient :
K11y1 + E
T
11p1 = K11y1 −ET21p2, (2.73)
E22y2 +B22v2 = −E21y1, (2.74)
ou` K11 := Blockdiag(0, ..,0, F ) ∈ R(isˆ)×(jsˆ). Alors, on obtient le syste`me suivant
E11 B11 0 0 0 0
0 G11 B
T
11 0 0 0
K11 0 E
T
11 0 0 0
0 0 0 E22 B22 0
0 0 0 0 G22 B
T
22





















On note que la matrice E21 s’e´crit
E21 =
 0 . . . −F... . . . 0
0 . . . 0
 .
De plus on peut montrer simplement que K11y1 = [0
T , . . . , 0T , (Fyj1)
T ]T et que
−ET21p2 = [0T , . . . , 0T ,−(Fpj1)T ]T . Donc d’apre`s la de´finition des cibles interme´diaires (2.66)
on a :
K11y1−ET21p2 = [0T , . . . , 0T , (F (yj1 − pj1))T ]T
= [0T , . . . , 0T , (Fξj1)
T ]T
= K11ξ¯1,
et le vecteur ξ¯1 repre´sente donc la cible relative au premier intervalle.
E11 B11 0 0 0 0
0 G11 B
T
11 0 0 0
K11 0 E
T
11 0 0 0
0 0 0 E22 B22 0
0 0 0 0 G22 B
T
22




















ou` C1 = [(Fy0)
T , 0T , .., 0T ]T et C2 = [−(E21y1)T , 0T , .., 0T ]T = [(Fyj1)T , 0T , .., 0T ]T .
Supposons maintenant que notre the´ore`me est vrai a` l’ordre nˆ, et montrons l’he´re´dite´ de
la proprie´te´. Le but est alors de donner une de´composition arbitraire du syste`me global,
associe´ au proble`me de controˆle sur [0,T] en nˆ + 1 sous-syste`mes de tailles Sn telles que∑
n Sn = S avec S est la taille du syste`me global.
D’apre`s l’hypothe`se de re´currence, le syste`me peut-etre de´compose´ en nˆ syste`mes de tailles
S1, S2, . . . , Snˆ−1, Snˆ + Snˆ+1.
Enfin, l’hypothe`se au rang nˆ = 2 permet de de´composer le dernier sous-syte`me de
taille Snˆ + Snˆ+1 en deux sous-syste`mes de tailles respectives Snˆ et Snˆ+1. D’ou` le re´sultat.
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2.5.5 Interpre´tation matricielle de la re´solution se´quentielle d’un
proble`me de controˆle optimal
La re´solution se´quentielle d’un proble`me de controˆle optimal, dans nos algorithmes, se
fait par un sche´ma ite´ratif. Ce sche´ma consiste a` construire et a` mettre a` jour a` chaque
ite´ration k un controˆle vk par une me´thode de descente de gradient de la fonctionnelle de
couˆt (le cas ou` k = 0 le controˆle v0 est donne´). Etant donne´ ce controˆle, a` l’ite´ration k le
calcul du gradient est calcule´ via vk qui alimente une propagation se´quentielle de l’e´tat
direct yk ≡ y(vk), qui a` son tour alimente a` travers ykjnˆ une propagation se´quentielle
re´trograde de l’e´tat adjoint pk ≡ p(vk). Ensuite, nous formons une e´criture explicite du
gradient, tel que Gvk +BTpk.
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Si nous conside´rons le cas simple d’une me´thode de descente de gradient a` pas fixe θ,
la mise a` jour du controˆle est alors :
vk+1 = vk − θ(Gvk +BTpk).
Toutes ces ope´rations peuvent donc eˆtre regroupe´es dans une repre´sentation matricielle


















k , ∀k ≥ 0.
(2.77)
Le vecteurs e´tat direct et adjont a` l’ite´ration zero (i.e. y0 et p0) sont donne´s par le sche´ma
ci-dessus avec une matrice N prise nulle !
Attention, nous n’inversons jamais de telle matrice par blocs (i.e.M), c’est trop couˆteux ! !
Cependant, par permutation des lignes le syste`me devient triangulaire infe´rieur par bloc.
Le calcul e´tant successif et dans l’ordre suivant :















Ou` E−1 et E−T sont des matrices triangulaires infe´rieures et supe´rieures respectivement.
Leurs re´solutions se fait par la me´thode de descente et de remonter respectivement. Ce
qui donne le caracte`re se´quentiel de la re´solution.
Puisque le couˆt d’inverser ces matrices (i.e. E et ET) est tre`s e´leve´, nous allons proposer
quelques ope´rations e´le´mentaires sur le syste`me line´aireAX = b (issus de la discre´tisation
par e´le´ments finis du proble`me de controˆle optimal sur l’intervalle de temps I) pour arriver
a` une structure diagonale par blocs de la matrice produite. Cette nouvelle matrice (note´e
Aˆ) posse`de des blocs diagonaux (note´s Aii voir (2.70)) qui sont des restrictions de la
matrice A sur les sous-intervalles de temps In.
Nous de´crivons dans ce qui suit comment ces ope´rations e´le´mentaires de permutation
applique´es sur le syste`me AX = b vont nous permettre de diviser la re´solution, d’un
proble`me de controˆle optimal global de´fini sur I, aux plusieurs re´solution simultane´es des
sous-proble`mes de controˆle optimal que nous de´finissions sur les In.
Remarque 2.5.4. La re´solution en paralle`le des sous-syste`mes (2.70) de controˆle optimal
sur les sous-intervalles In se fait de la meˆme manie`re que les trois re´solutions (2.78)–






























Avec ρn est (pour faire simple) le pas fixe de la descente locale.
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2.5.6 Utilisation de la structure de la me´thode de Jacobi pour
paralle´liser le proble`me de controˆle optimal
Nous commenc¸ons tout d’abord par rappeler la me´thode de Jacobi par blocs. Nous
de´crivons ensuite l’e´tape de notre me´thode la` ou` nous nous servons de la structure du
sche´ma de Jacobi afin de donner une formulation paralle´lisable de notre nouveau syste`me.
Nous expliquons e´galement pourquoi notre me´thode est plus robuste que celle de Jacobi
applique´e a` ce proble`me de controˆle optimal.
Me´thode de Jacobi par blocs
Pour re´soudre un syste`me line´aire de type AX = b, la me´thode de Jacobi de´compose
la matrice A comme la somme d’une matrice diagonale D et de deux matrices U et L
respectivement triangulaire supe´rieure et triangulaire infe´rieure.
A = L+D+U.
Le syste`me line´aire AX = b est donc e´quivalent a` DX = b− (L+U)X. La me´thode de




Ce type de sche´ma ite´ratif est parfaitement adaptable aux machines a` haute performance
avec une architecture paralle`le. En effet, le caracte`re diagonal de la matrice D permet de
re´aliser l’inversion en paralle`le, si bien suˆr les blocs diagonaux sont inversibles. Le produit
matrice vecteur (L+U)X est parfois lourd a` calculer : cela de´pend du caracte`re creux ou
non des matrices.
Application au proble`me de controˆle optimal paralle`le
Dans cette sous section, nous conside´rons le syste`me line´aire issus du proble`me de
controˆle optimal apre`s quelques ope´rations e´le´mentaires de permutation. Soit donc le
syste`me line´aire AˆXˆ = b suivant obtenu apre`s
– une de´composition du syste`me AX = b (voir (2.65)) en nˆ sous-syste`mes (e.g. (2.76)
ou` nˆ = 2).
– une ope´ration (2.73) d’ajouter les matricesKii = 1, .., nˆ a` la fois dans dans la matrice
et dans le second membre, ce qui ne change pas le re´sultat puisque qu’il s’agissait
d’ajouter et retrancher la meˆme quantite´.
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Le syste`me AˆXˆ = b est donc :

E11 B11 0 . . . 0 0 0
0 G11 B
T
11 . . . 0 0 0
K11 −K11 0 ET11 ..ET21 . . . 0 0 0
E21 0 0
. . . . . . . . .
...
0 0 0
. . . 0 . . . ETnˆ1
0 0 0 . . .Enˆ1.. Enˆnˆ Bnˆnˆ 0
0 0 0































Si nous appliquons la me´thode de Jacobi sur ce syste`me, nous obtenons donc le sche´ma
ite´ratif DXˆ
k








































ou` la matrice par blocs D correspond a` Blockdiag(Aii), i = 1, .., nˆ (voir (2.70)), Lˆ et Uˆ
e´tant respectivement les matrices par blocs triangulaires infe´rieure et supe´rieure.
Ce sche´ma peut eˆtre imple´mente´ de diffe´rentes fac¸ons paralle`les, et ceci se base sur le
calcul du produit matrice vecteur (Lˆ + Uˆ)Xˆk−1. En outre, le fait d’ajouter et retrancher
la matrice par blocs Kii (mise en bleu dans la matrice (2.85)) de´finit les sous-proble`mes
de controˆle optimal qui se re´solvent simultane´ment.
Bien que le sche´ma (2.86) de la me´thode de Jacobi est tout a` fait paralle´lisable, il
est ne´anmoins pas robuste en terme de convergence. Cela vient du fait que la me´thode
de Jacobi inverse les blocs diagonales Aii (de´finit a` (2.70)) de la matrice D a` chaque
ite´ration k. Cette inversion est premie`rement assez couˆteuse (meˆme s’il s’agit des sous-
syste`me de tailles petites), deuxie`mement cette me´thode ne´cessite nˆ ite´rations afin de
pouvoir propager l’information du premier sous-intervalle de temps jusqu’au dernier. En
outre, comme il s’agit d’un proble`me de controˆle ite´ratif (i.e. le controˆle change d’une
ite´ration a` l’autre) la propagation de l’information sera donc perturbe´e d’avantage, ce qui
ralentisse la convergence de la me´thode de Jacobi.
Il est claire qu’au niveau du sche´ma ite´ratif (2.86) le second membre varie d’une
ite´ration a` une autre. Notons ce second membre R(Xˆk) := b− (Lˆ+ Uˆ)Xˆk.
Remarque 2.5.5. Nous signalons que le produit matrice vecteur :
(Lˆ+ Uˆ)Xˆ
k
consiste a` construire les cibles et les conditions interme´diaires pour les sous-proble`mes
locaux de controˆle optimal AiiXˆn = bn qui se re´solvent simultane´ment.
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En l’e´tat de ce second membre R(Xˆ
k
) et en tenant compte de la remarque 2.5.5
nous signalons que la convergence du sche´ma (2.86) est de´pendante de l’initialisation des
trajectoires des e´tats direct et adjoint. En plus, si les sauts (calcule´s a` l’interface entre
chaque deux sous-intervalles voisins) des trajectoires respectives des e´tats direct et adjoint
sont conside´rables, la taˆche de l’algorithme consistant a` minimiser ces sauts devient de
plus en plus lourde.
Notre me´thode sitpoc propose donc d’ame´liorer le second membre R(Xˆ
k
) a` chaque
ite´ration k par une propagation le long de l’intervalle I ce qui permet une propagation
net de l’information au cours d’une seule ite´ration. Notons cette ame´lioration par R˜(Xˆ
k
).
En outre, la me´thode sitpoc propose une approximation D˜−1 ≈ D−1. Chaque re´solution
bloc du proble`me en D correspondant en fait a un proble`me de controˆle local, on re´sout
chacun de ces syste`mes de fac¸on inde´pendante, donc en paralle`le de fac¸on approche´es par
l’algorithme de gradient (2.81)–(2.83).
Dans une version plus ame´liore´e de la me´thode sitpoc, nous faisons appel dans la
me´thode pitpoc a` l’algorithme parare´el en temps afin de pre´dire d’une manie`re le´ge`re,
efficace et robuste les bonnes trajectoires des e´tats direct et adjoint. L’algorithme parare´el
en temps ope`re donc avec un nouveau second membre R˜(Xˆk) ≈ R˜(Xˆk).
Nous de´crivons brie`vement une comparaisons entre la me´thode de Jacobi et nos deux
algorithmes :
la me´thode Jacobi (2.86)
Xˆk+1 = D−1R(Xˆk).
La me´thode sitpoc
Xˆk+1 = D˜−1R˜(Xˆk), avec D˜−1 ≈ D−1 et R˜(Xˆk) mieux que R(Xˆk).
La me´thode pitpoc
Xˆk+1 = D˜−1R˜(Xˆk), avec D˜−1 ≈ D−1 et R˜(Xˆk) ≈ R˜(Xˆk).
Nous explicitons dans la suite les e´tapes de nos algorithmes.
2.5.7 Interpre´tation matricielle de l’algorithme sitpoc
Soit la matrice Π de permutation convertissant un vecteur inconnu X en Xˆ, ou` X =
[yT ,vT ,pT ]T et Xˆ = [XˆT1 , . . . , Xˆ
T
n , . . . , Xˆ
T
nˆ ]







T . On a
ΠX := Xˆ et Π−1Xˆ := X.
Apre`s avoir applique´ la permutation sur le syste`me line´aire AX = b pour arriver a` un
syste`me e´quivalent AˆXˆ = b,. Supposons connaˆıtre Xk nous conside´rons alors le syste`me
suivant :
DXˆ := b− (Lˆ+ Uˆ)ΠXk. (2.87)
Finalement, dans la partie se´quentielle de l’algorithme sitpoc nous concate´nons les
controˆles locaux pour obtenir le controˆle vˇ que nous utilisons pour la mise a` jour du
controˆle se´quentiel v :
vk+1 = vk + θk(vˇgmax+1 − vk). (2.88)
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Par conse´quent, nous sommes en mesure de re´ite´rer avec les trois proce´de´s (2.78)–(2.80).
D’une manie`re synthe´tique nous avons les e´tapes suivantes :
1. Re´solution se´quentielle de MX = b−NXk suivant (2.78)–(2.80).
2. Permutation suivant : Xˆ1 = ΠX,
3. Re´solution paralle`le de D˜Xˆ2 = R(Xˆ1), avec
(
R(Xˆ1) = b − (Lˆ+ Uˆ)Xˆ1 et D˜−1 ≈
D−1
)
. D˜−1 est e´quivalent a` quelques boucles sur la me´thode de gradient (2.81)–
(2.83) simultane´ment sur “ n ”.
4. Permutation inverse suivant : Xk+1 = Π−1Xˆ2 et re´cupe´ration du controˆle.
5. Retour a` l’e´tape 1.
Remarque 2.5.6 (Concate´nation). Uniquement les controˆles, solutions des sous-proble`mes,
sont concate´ne´s. Cette concate´nation a pour objectif d’approcher la solution du proble`me (2.65).









Kˇ := Blockdiag(Kn) ∈ R(lˆsˆ)×(lˆsˆ),
Eˇ := Blockdiag(En) ∈ R(lˆsˆ)×(lˆsˆ),
Bˇ := Blockdiag(Bn) ∈ R(lˆsˆ)×(lˆqˆ),
Gˇ := Blockdiag(Gn) ∈ R(lˆqˆ)×(lˆqˆ),
Cˇ := [C1, . . . ,Cnˆ]
T ∈ Rlˆsˆ,
Ξ := [ξ¯1, . . . , ξ¯nˆ]
T ∈ Rlˆsˆ.
Cependant, a` la convergence de l’algorithme le syste`me (2.89) est e´quivalent (a` une
permutation Π pre`s) au syste`me global des points critiques (2.65).
2.5.8 Interpre´tation matricielle de l’algorithme pitpoc
Dans cette sous-section nous pre´sentons les formulations matricielles de la premie`re
e´tape de l’algorithme pitpoc qui diffe`re de l’e´tape 1 de sitpoc. Cette e´tape consiste a`
calculer les cibles et conditions initiales avec l’algorithme parare´el en temps. Ce qui revient
en terme matriciel a` calculer le second membre R˜(Xˆk).
Nous rappelons que dans la partie se´quentielle de l’algorithme pitpoc nous optimisons le










ou` λk+1nˆ est entendu au sens de fonction.
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Par abus de notations, nous identifions les repre´sentations nodales des conditions ini-
tiales des e´tats direct et adjoint avec leurs formulations continues. Dans ce qui suit, nous
conside´rons un indice ℓn :=
Tn
τG
dont l’indice n parcourt 0, 1, . . . , nˆ. On a donc
ℓn + mˆ = ℓn+1 avec mˆnˆ = lˆ




(λ¯k+1(θ)− ξ¯nˆ)T K˜(λ¯k+1(θ)− ξ¯nˆ) + 1
2
v˜k+1(θ)T G˜v˜k+1(θ). (2.90)
ou` K˜ := Blockdiag(0, . . . ,0, F ) ∈ R(ˆlsˆ)×(ˆlsˆ), G˜ ∈ R(ˆlqˆ)×(ˆlqˆ) de meˆme type que la matrice
par blocs G, le vecteur colonne λ¯k+1(θ) = [yj0 , ..., yjnˆ−1, λ
k+1
nˆ (θ)]
T ∈ Rlˆsˆ ou` λk+1nˆ (θ) ∈ Rsˆ
est l’e´tat controˆle´, le vecteur colonne repre´sentant la cible ξ¯nˆ = [0, ...., 0, ξnˆ]
T ∈ Rlˆsˆ ou` le
vecteur ξnˆ ∈ Rsˆ, le controˆle v˜k+1 est un controˆle grossier, sa mise a` jour est analogue a`
celle de vk+1 dans (2.88).












ou` λ˜kn est un e´tat construit suivant le sche´ma parare´el (2.48) dont les solveurs sont utilise´s







+ yk−1jn − y˜k−1ℓn , (2.92)





)T , .., (y˜kℓn)
T ]T ;
vecteur colonne de taille mˆsˆ, calcule´ de manie`re se´quentielle avec le solveur grossier.




)T , .., (yk−1jn )
T ]T calcule´ avec le solveur fin de manie`re paralle`le. Les deux
vecteurs y˜kn et y
k−1

















T , 0T , . . . , 0T ]T , 1 ≤ g ≤ gmax(calcul paralle`le). (2.94)
ou` vn est pris comme une version grossie`re ; un vecteur de taille mˆqˆ, E˜n ∈ R(mˆsˆ)×(mˆsˆ)
et B˜n ∈ R(mˆsˆ)×(mˆqˆ) deux matrices par blocs de´finis par :
E˜n =

FτG 0 0 0
−F FτG 0 0
0
. . . . . . 0
0 0 −F FτG
 , B˜n = −τF

Bh 0 0 0
0 Bh 0 0
0 0
. . . 0
0 0 0 Bh





+ pk−1jn − p˜k−1ℓn , (2.95)
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)T , .., (p˜kℓn+1−1)
T ]T ;
vecteur colonne de taille mˆsˆ. De meˆme le vecteur pk−1jn est le premier e´le´ment de la suite
de solutions du vecteur pk−1n+1 = [(p
k−1
jn
)T , .., (pk−1jn+1−1)
T ]T . Les deux vecteurs p˜kn+1 et p
k−1
n+1






T , . . . , 0T , (Fγkn+1)






T , . . . , 0T , (Fγk−1n+1)
T ]T , (calcul paralle`le). (2.97)
avec E˜Tn la matrice transpose´e de E˜n et K˜n := Blockdiag(0, . . . ,0, F ) ∈ R(mˆsˆ)×(mˆsˆ).




n − γkn. (2.98)
Re´capitulons maintenant les e´tapes permettant de calculer les e´tats direct et adjoint
par l’algorithme pitpoc.Supposons qu’on posse`de (par un calcul de´ja` effectue´) les e´tats
direct et adjoint paralle`les ve´rifiant respectivement les e´quations (2.94) et (2.97).
– Calculer grossie`rement successivement les solutions (y˜kn)n≥1 sur chaque sous-intervalle
In par :
a - Calculer l’e´tat grossier y˜kn suivant (2.93).
b - Actualiser la condition initiale λ˜kn parare´elle pour l’intervalle In+1 par (2.92).
– Re´soudre le proble`me adjoint (une fois l’e´tat λ˜knˆ calcule´) suivant :
a’ - Calculer l’e´tat grossier p˜kn+1 d’une fac¸on re´trograde suivant (2.96).
b’ - Actualiser la condition finale (du proble`me re´trograde) γ˜kn pour l’intervalle In
par (2.95).
– Calculer le pas optimal θk minimisant (2.90).
– Mettre a` jour les conditions initiales (λkn(θ
k))1≤n≤nˆ suivant (2.91).
– Calculer les cibles interme´diaires suivant la formule (2.98).
Nous venons donc d’expliquer la diffe´rence entre les algorithmes sitpoc et pitpoc
qui est la re´solution 1. (voir page 44) dans la partie se´quentielle de la re´solution.
2.6 Tests et re´sultats nume´riques
Les tests nume´riques ont e´te´ effectue´s avec le logiciel libre FreeFem++-mpi version
paralle`le [54] sur un super-calculateur massivement paralle`le gnome 8, de l’Universite´
Pierre et Marie Curie. Il s’agit d’un puissant re´seau de nœuds formulant le iDataPlex ;
il posse`de 80 noeuds, chaque nœud ayant 2 processeurs quadricœurs Xeon Nehalem (a` 8
processeurs), soit donc au total 640 cpus qui sont relie´s via un re´seau Infiniband.
Sur la frontale de ce re´seau ge´ant, nous avons soumis nos algorithmes qui simulent un
proble`me de controˆle optimal d’un syste`me re´gi par l’e´quation de la chaleur avec terme
source suivante :
∂ty − ν∆y = Bv,
le long d’une dure´e de temps T = 6, 4 avec un pas de discre´tisation temporel τF = 10
−2.
En particulier, nous choisissons le rapport de discre´tisation temporel e´gal a` r = ∆T/τF
8. www.gnome.dsi.upmc.fr
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i.e. le pas de temps grossier est pris e´gal a` la taille du sous-intervalle In.
A` la figure 2.2 nous pre´sentons deux types de configuration de re´seau assurant les
communications entre les processeurs qui exe´cutent des taˆches paralle`les. Notre me´thode
est base´e sur la configuration de re´seau master-slaves que nous pre´sentons a` gauche de la
figure 2.2. Cette configuration montre la connexion directe de chacun des processeurs au
processeur maˆıtre (le centre du re´seau). Par contre, dans le deuxie`me re´seau de processeurs,
on trouve que chaque processeur ne posse`de qu’une seule connexion le reliant avec son


















Figure 2.2 – Configuration de la communication : architecture master-slaves a` gauche et
architecture des clients a` droite.
2.6.1 Bilan des simulations nume´riques
Nous pre´sentons dans ce chapitre des re´sultats de simulation nume´rique permettant
d’illustrer de manie`re quantitative l’inte´reˆt de la paralle´lisation en temps, pour acce´le´rer
la proce´dure d’optimisation. La Figure 2.3 traite du comportement de la fonctionnelle J
lors des ite´rations selon les diffe´rents algorithmes choisis et le nombre d’ite´rations uti-
lise´es. Nous comparons e´galement ces algorithmes paralle`lles par rapport au traitement
en se´quentiel classique. Nous remarquons, dans les deux algorithmes paralle`lles, que la
proce´dure de de´composition suivant l’approche des cibles interme´diaires fournit une ac-
ce´le´ration de convergence au sens ou un meˆme niveau de de´croissance de la fonctionnelle
est atteint en un nombre moindre d’ite´rations. Nous remarquons e´galement que l’algo-
rithme sitpoc converge en un nombre plus faible d’ite´rations que l’algorithme pitpoc.
En revanche le couˆt (e´value´ en nombre d’ope´rations ou en temps CPU) devient en faveur
de l’algorithme pitpoc, comme on le voit dans les Figures 2.4–2.5 qui sont associe´es au
meˆme calcul que dans la Figure 2.3. Nous remplac¸ons ici le nombre d’ite´rations par le
couˆt arithme´tique (nombre d’ope´rations) effectue´ par une seule ite´ration.
Ce type de courbe doit ide´alement ressembler a` des vraies courbes en temps d’exe´cution
machine sur une machine virtuelle. Dans notre imple´mentation, nous allouons au proces-
seur maˆıtre la re´solution se´quentielle et aussi l’une des taˆches paralle`les. C’est donc parmi
tous les processeurs celui qui a le plus de taˆches a` effectuer.
Nous pre´sentons a` la Figure 2.4 la convergence de l’algorithme sitpoc en fonction du
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Figure 2.3 – Nombre d’ite´rations globale des algorithmes sitpoc (gauche) & pit-
poc(droite).
couˆt arithme´tique. Nous remarquons que ce couˆt ne change pratiquement pas selon le
nombre de processeurs (e´gal au nombre de la de´composition) utilise´s. Ceci s’explique par
la domination de l’e´tape de propagation fine se´quentielle sur l’intervalle I (qui est toujours





La Figure 2.5 repre´sente le comportement de l’algorithme pitpoc. L’illustration du gain
Figure 2.4 – Gain en nombre d’ope´rations de multiplication par ite´ration de l’algo-
rithme sitpoc.
en couˆt arithme´tique est claire. La de´croissance du couˆt est d’autant plus importante que
le nombre nˆ de sous-domaines est grand. Nous pre´sentons enfin a` la Figure 2.6 le compor-
tement de la de´croissance de la fonctionnelle de couˆt pour les deux algorithmes, en terme
48
Figure 2.5 – Gain en nombre d’ope´rations de multiplication par ite´ration de l’algorithme
pitpoc.
de temps d’exe´cution ve´ritable (wallclock) constate´ sur une super-machine. Il apparaˆıt
que les deux algorithmes sont plus rapides que la re´solution se´quentielle graˆce a` leurs ap-
proches paralle`les. Nous voyons e´galement que pitpoc est bien une version ame´liore´e de
sitpoc. Pour ces re´sultats en temps “wallclock” de la convergence des deux algorithmes,
Figure 2.6 – Gain en temps re´el de simulation machine : sitpoc (gauche) et pit-
poc(droite).
si nous prenons le cas de nˆ = 8 de´compositions qui sont attribue´es aux 8 processeurs dif-
fe´rents dans une architecture paralle`le, nous voyons que sitpoc met environ 10 minutes
pour atteindre la pre´cision de 10−5 tandis que pitpoc met presque la moitie´ de ce temps.
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2.6.2 Effet des ite´rations locales
Nous pre´sentons ici le comportement de l’algorithme sitpoc vis-a`-vis une variation du
nombre des ite´rations locales gmax. Nous rappelons que ces ite´rations locales correspondent
aux minimisations des sous-fonctionnelles locales Jn par la me´thode de gradient a` pas
optimal. Nous pre´sentons a` la figures 2.7 l’effet des ite´rations locales sur le comportement
de l’algorithme sitpoc pour la minimisation de la fonctionnelle de couˆt non paralle`le.
Nous de´composons l’intervalle de temps en 4 sous-intervalles et nous pre´sentons les tests
a` gauche de la figure 2.7, tandis que les tests relatifs a` 16 subdivisions de l’intervalle de
temps sont a` droite de la meˆme figure.
Figure 2.7 – L’algorithme sitpoc en 4 subdivisions a` gauche et 16 subdivisions a` droite :
variation du nombre des ite´rations locales lmax.
La bonne nouvelle est qu’il est pre´fe´rable de faire 4 ou 5 ite´rations locales plutoˆt que
2. La mauvaise est que c’est encore mieux de n’en faire qu’une.
Pour inverser cette conclusion, il conviendrait, au moment de la concate´nation des
controˆles issus des ite´rations locales d’optimiser non pas sur un seul parame`tre de relaxa-
tion, mais sur un multi-parame`tre de Rnˆ pour optimiser la de´croissance de la fonctionnelle
de couˆt. Cette ame´lioration est en cours de mise en œuvre.
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2.7 Conclusion du chapitre
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ une me´thode base´e sur la de´finition des cibles
et conditions initiales interme´diaires permettant de re´soudre en paralle`le un proble`me de
controˆle parabolique. Ces me´thodes consistent a` de´composer l’intervalle de temps en sub-
divisions e´gales, et a` de´finir des sous-proble`mes inde´pendants de controˆle optimal, a` l’aide
d’attributions des cibles et des conditions initiales interme´diaires a` chaque sous-intervalle
de temps. Cette approche donne une autonomie aux sous-proble`mes au niveau des sous-
intervalles. En effet, elle leur fournit une inde´pendance totale entre eux, ce qui permet
d’utiliser diffe´rentes me´thodes de re´solution en paralle`le. Comme me´thode d’optimisation,
nous avons utilise´ la me´thode de gradient a` pas optimal, mais nos algorithmes peuvent
eˆtre utilise´s avec d’autres proce´dures d’optimisation. La me´thode des cibles interme´diaires
a e´te´ e´le´gamment couple´e avec l’algorithme parare´el qui a participe´ a` l’acce´le´ration du
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Abstract
This chapter studies the application of the parareal in time algorithm to time-
parallelization of the Kinetic Neutronic Equation. We are especially interested in the
simulation of the accidental phenomena within a nuclear reactor.
From neutronic point of view, these accidents are mathematically modeled by systems
governed by linear partial differential equations. Our aim is to propose a time-parareal
solver to achieve computing time acceleration, that helps to improve the nuclear accidents
modelization.
Re´sume´
Ce chapitre est consacre´ a` l’e´tude du comportement de l’algorithme parare´el pour la
re´solution nume´rique des e´quations de la cine´tique neutronique. Nous nous inte´ressons
spe´cialement a` la simulation des phe´nome`nes d’accidents dans les re´acteurs nucle´aires.
Du point de vue neutronique, ces accidents sont mode´lise´s mathe´matiquement par des
syste`mes d’e´quations aux de´rive´es partielles, et notre but est de proposer une me´thode
base´e sur une paralle´lisation en temps afin d’acce´le´rer la simulation.
Figure 3.1 – Assemblage du combustible.

3.1 Introduction
L’e´lectricite´ assure de nos jours un confort dont on ne peut que difficilement se priver.
En France, les centrales nucle´aires forment une grande partie du parc de production de
l’e´lectrique. “ Graˆce a` son parc de 58 re´acteurs, la France atteint un taux d’inde´pendance
e´nerge´tique proche de 50%, lui garantissant une grande stabilite´ d’approvisionnement.”9.
Les e´tudes pour ame´liorer la production de l’e´lectricite´ constituent des de´fis aussi bien
scientifiques qu’industriels. Les recherches mathe´matiques portent tout aussi bien sur la
mode´lisation que sur la re´solution nume´rique des mode`les propose´s. Dans ces conditions,
la simulation nume´rique des phe´nome`nes physiques est devenue un facteur indispensable
dans la prise de de´cision, d’autant plus que les expe´riences physiques sont couˆteuses ou
meˆmes dangereuses. Notre e´tude sur la cine´tique neutronique s’inte´resse a` la simulation
d’accidents dans un re´acteur nucle´aire. Ces accidents proviennent de l’augmentation de
l’e´nergie au cours d’une re´action en chaˆıne de fission atomique, qui peut entraˆıner une
fission du combustible et donc de grands de´gaˆts. Afin d’approcher correctement la phy-
sique re´elle, on est amene´ a` conside´rer un nombre tre`s important de parame`tres dans les
e´quations.
Faute de disponibilite´ de me´moire vive dans les ordinateurs se´quentiels de nos jours, il
est pertinent de proposer des me´thodes paralle`les qui re´solvent ces syste`mes, souvent de
grandes tailles, avec des ordinateurs massivement paralle`les.
Nous commenc¸ons par quelques remarques sur la physique des re´acteurs. Un re´acteur
nucle´aire produit de l’e´nergie grac¸e a` la fission atomique, en particulier celles mettant en
jeu des noyaux d’uranium. Au cours d’une fission, les noyaux se cassent suite a` un choc
avec un neutron et libe`rent de l’e´nergie sous forme de chaleur, qui e´chauffe un liquide ou
un gaz caloporteur qui produit ensuite de la vapeur. De la meˆme manie`re que d’autres
types de centrales e´lectriques, cette vapeur active alors une turbine, qui est relie´e a` un
alternateur et produit l’e´lectricite´. Les neutrons libres entrent alors en collision avec les
noyaux du combustible provoquant ainsi l’e´jection de nouveaux neutrons, qui a` leur tour
peuvent participer, par des chocs, a` d’autres fissions. Cette re´action exothermique est
appele´e re´action en chaˆıne de fission et constitue le principal moteur de la production
d’e´nergie.
Il est indispensable de controˆler la re´action en chaˆıne de fission. En effet, une re´action de
Figure 3.2 – Sche´ma d’une re´action en chaˆıne de fission.
9. Site web du Commissariat a` l’e´nergie atomique et aux e´nergies alternatives http:
//www.cea.fr
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fission non controˆle´e peut conduire a` une catastrophe conduisant a` une fusion du cœur.
De manie`re ge´ne´rale, le taux de production e´nerge´tique de la re´action en chaˆıne carac-
te´rise la re´activite´ du cœur 10 (voir figure 3.3). Si le coeur est trop fissile, la re´action en
chaˆıne s’emballe et la production d’e´nergie du cœur est a` son tour tre`s importante. Afin
de controˆler ce comportement, il est indispensable d’enfoncer dans le re´acteur des grappes
de controˆle constitue´es de mate´riaux servant a` absorber les neutrons. Graˆce a` la surface
de contact avec le combustible, la pre´sence des grappes diminue ainsi le flux neutronique
par absorption de neutrons.
Si on note v la vitesse des neutrons et ρ leur densite´ volumique (nombre de neutrons par
unite´ de volume), la population des neutrons peut eˆtre repre´sente´e par le flux neutronique
Φ = ρv, et d’une fac¸on plus de´taille´e par :
– un repe`re spatial ~r a` trois variables tel que : ~r ≡ (x, y, z),
– la vitesse v et leurs directions angulaires ~ω,
– le temps t pre´cisant l’instant d’observation,
– l’ensemble des probabilite´s de choc des neutrons avec diffe´rents noyaux cibles. Les
grandeurs physiques caracte´risant ces probabilite´s sont appele´es les sections efficaces
microscopiques qui caracte´risent une cible isole´e, et les sections efficaces macrosco-
piques qui caracte´risent un mate´riau contenant un ensemble de cibles.
La pre´sentation de notre e´tude de la cine´tique neutronique sera faite suivant quatre grands
axes. Dans un premier temps, nous pre´sentons le mode`le neutronique base´ sur l’e´quation
de transport neutronique d’un groupe d’e´nergie (mono-cine´tique). Une pre´sentation multi-
groupe est aussi introduite. Dans un second temps, nous proposons une unification des
e´quations du mode`le et discre´tisons par la me´thode des e´le´ments finis. L’e´criture unifie´e
permettra alors de pre´senter notre me´thode de paralle´lisation. Ensuite, nous pre´sentons
l’algorithme parare´el [41] et donnons quelques proprie´te´s. Enfin, nous pre´sentons les re´-
sultats nume´riques obtenus sur quelques cas tests de´ja` e´tudie´s.
3.2 Mode´lisation de la cine´tique des neutrons
Dans cette section, nous pre´sentons les e´quations mathe´matiques de´crivant l’e´volution
des neutrons au sein du cœur nucle´aire. Ces e´quations portent sur le flux neutronique Φ et
font intervenir des grandeurs physiques, les sections efficaces, caracte´risant les probabilite´s
d’interaction des neutrons avec les noyaux environnants. Ces grandeurs sont donne´es sous
forme de coefficients σt, σs, σf , ν et χ constants par milieu physique :
σt : est la section efficace totale qui repre´sente le taux de disparition des neutrons par
choc soit par absorption (par des atomes) soit par transfert vers une autre vitesse
et/ou direction.
σs : est la section de scattering
11, ou de transfert. Ce parame`tre mode´lise une interaction
de la matie`re conduisant a` la modification de la direction et/ou de la vitesse des
neutrons. La section conduisant a` un changement entre un e´tat “a” et un e´tat “b”
note´ :
“a”⇀ “b”.
10. Le cœur du re´acteur : c’est le noyau du re´acteur la` ou` s’effectue la re´action en chaˆıne, on utilise le
terme de cœur .
11. Scatering : est une type de diffusion diffe´rente de la diffusion spatiale.
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σf : est la section efficace de fission.
ν : repre´sente la moyenne des neutrons e´mis par fission.
χ : est le spectre de neutrons e´mis par fission. Le spectre de´finit la re´partition e´nerge´tique
des neutrons apre`s une fission.
Figure 3.3 – Le cœur nucle´aire a` l’assemblage (a` gauche), a` l’e´tat de fonctionner (au
milieu) et sous forme de sche´ma (a` droite).
3.2.1 E´quation de Boltzmann sur le flux neutronique
L’e´quation de Boltzmann sur le flux neutronique Φ de´crit le bilan cine´tique de la
population des neutrons. Il apparaˆıt deux ope´rateurs dans cette e´quation aux de´rive´es
partielles en temps et espace :
– l’ope´rateur de transport mode´lisant la diffusion de flux dans l’espace ainsi que le
cheminement des neutrons en ligne droite sans interaction avec la matie`re.
– l’ope´rateur de collision exprimant les neutrons sortant de collision en fonction de
ceux y entrant.
L’ope´rateur de transport peut s’e´crire sous deux formes, une forme inte´grale et une autre
forme inte´gro-diffe´rentielle. Les deux e´critures conduisent respectivement a` deux types
de re´solutions nume´riques. Une re´solution probabiliste de type Monte-Carlo, couˆteuse en






















ν(~r, v′, ~ω′, t)σf (~r, v, ~ω, t)ϕ(~r, v, ~ω, t)d
2ω′dv′
+Se(~r, v, ~ω, t).
(3.1)
C’est cette formulation que nous utilisons dans notre travail. De plus nous ne prenons pas
en compte la source exte´rieure Se. Dans (3.1), l’ope´rateur diffe´rentiel ∇ est le gradient














La variable ~r appartient au domaine d’e´tude Ω qui est un domaine borne´ inclus dans R3
mode´lisant le cœur nucle´aire avec ses diffe´rents milieux (y compris le re´flecteur constituant
la couche exte´rieure).
Les sections efficaces sont des e´le´ments de l’espace L∞(Ω × [0, T ]) que nous notons de´-
sormais F. Au bord du domaine les condition aux limites expriment qu’aucun neutron ne
pe´ne`tre dans le domaine du coeur.
Momentane´ment nous ne pre´cisons pas les conditions initiales utilise´es (voir
sous-section 3.3.2). Ces dernie`res sont conc¸ues par un algorithme de puis-
sance 3 produisant les flux propres, qui de´pendent de keff (voir ci-apre`s). Le
flux propre ainsi de´fini, permet a` son tour de calculer les conditions initiales
des groupes de pre´curseurs.
3.2.2 E´quation de la diffusion









approche´ de la diffusion repose sur la loi de Fick ~p = −D∇φ par inte´gration de (3.1)
par rapport a` la variable angulaire ou` D est le coefficient de diffusion (pour plus de
de´tails voir [15]), dans notre e´tude ce coefficient vaut 1
3σt
. On en de´duit une formulation

















(g′)(~r, t), ∀g ≤ gˆ,
(3.2)
ou`
– φ(g) est le flux du groupe d’e´nergie g parmi gˆ.
– D(g) est le coefficient de diffusion du groupe d’e´nergie g parmi gˆ.
– σ
(g)
t est la section totale du groupe d’e´nergie g parmi gˆ.
– σ
(g⇀g′)
s est le section de scattering du groupe d’e´nergie g vers le groupe d’e´nergie g′.
– χ(g) est le spectre de fission des neutrons du groupe d’e´nergie g parmi gˆ.
– ν(g) est le nombre moyen des neutrons du groupe d’e´nergie g parmi gˆ e´mis par fission.
– σ
(g)
f est la section de fission du groupe d’e´nergie g parmi gˆ.
Remarque 3.2.1. Nous renvoyons le lecteur a` [15] pour des comple´ments sur le passage
entre l’e´criture continue de l’e´quation de Boltzmann (3.1) vers l’e´criture multi-groupe de
type (3.2). A` cette e´quation on associe des conditions aux limites φ = 0 sur ∂Ω.
Par ailleurs, deux types de conditions aux limites du domaine seront conside´re´es. Sur
le bord du domaine Γext (cœur nucle´aire : re´flecteur inclus) on impose sur le flux des
conditions de Dirichlet homoge`nes :
Φ(~r, t) = 0, ∀~r ∈ Γext,
qui traduisent le cas limite d’un mate´riau tre`s absorbant. Par ailleurs, dans le cas de
l’e´tude d’un quart de cœur ( dans ce cas le domaine posse`de de la syme´trie mode´lisant
une re´flexion de flux nul a` l’interface Γsym) le courant normal du flux est donc conside´re´
nul au bord :
〈∇.Φ(~r, t), ~n(~r)〉L2(R3) = 0, ∀~r ∈ Γsym,
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ce qui constitue une condition de Neumann pour Φ(~r, t) sur cette interface, ou` le vecteur
~n(~r) lui est normal.
3.2.3 Groupes de pre´curseurs
Lors de la re´action de fission, le noyau de l’atome du combustible se divise en deux nu-
cle´ides plus le´gers, souvent appele´s produits de la re´action de fission, en e´mettant simulta-
ne´ment des neutrons (deux ou trois neutrons appele´s neutrons prompts 12 ou instantane´s).
E´tant exce´dentaires en neutrons, les noyaux produits sont instables. Pour devenir stables,
ils se transforment graˆce a` une e´mission β− (de´sinte´gration/de´croissance radioactive) qui
transforme les neutrons en protons.
Dans certains cas, ces fragments (les produits) de fission expulsent leurs neutrons hors
de leurs noyaux. Ces neutrons e´mis sont dits neutrons retarde´s et les produits de fission
e´mettant des neutrons sont dits pre´curseurs. Les neutrons expulse´s sont dits retarde´s car
ils ne sont pas le produit direct d’une fission, et leurs naissances sont de´cale´es par rapport
a` celle de la re´action en chaˆıne d’un laps de temps entre une seconde et une minute, plus
grand que la dure´e de vie d’un neutron (de l’ordre de la micro-seconde).
Introduisons enfin la notion de concentration de pre´curseurs qui est regroupe´e selon les dif-
fe´rents processus e´metteurs. Nous associons deux groupes de parame`tres a` chaque groupe
d’e´nergie :
• La portion β(k) (voir [16, 34]) des neutrons retarde´s issus du groupe de pre´curseurs
k parmi l’ensemble de ceux e´mis par la fission. Cette valeur est re´partie selon le
groupe d’e´nergie n dans lequel les neutrons retarde´s ont e´te´ e´mis.
• La constante de de´croissance radioactive ou de de´sinte´gration µ(k) du groupe de
pre´curseurs k en seconde−1.
3.2.4 E´quation de bilan multi-groupe
Notons c(k) la concentration du pre´curseur de groupe k parmis kˆ groupes. L’e´quation
de bilan neutronique fait intervenir les groupes de pre´curseurs dans l’e´quation re´gissant le
flux neutronique. Il s’agit d’un couplage au niveau de la source de fission, ou` les neutrons





























p est le spectre de fission [58] des neutrons prompts et retarde´s du groupe d’e´nergie
g tandis que χ
(k,g)
d est le spectre des neutrons prompts associe´s au groupe de pre´curseurs
k.
L’ope´rateur diffe´rentiel est : div(.) := ∂x(.) + ∂y(.) + ∂z(.) .
12. Les neutrons sont dits prompts lorsque leur apparition est rapide comme produit direct de la re´action
de fission, “prompt” e´tant le contraire de “retarde´”.
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3.2.5 Unification des e´quations de bilan multi-groupe
Soit φ := [φ(1), φ(2), ..., φ(gˆ)]T le vecteur repre´sentant le flux de tous les groupes d’e´ner-
gies, et c := [c(1), c(2), ..., c(kˆ)]T le vecteur repre´sentant la concentration de tous les groupes
de pre´curseurs.




φ(~r, t) = div(d¯(~r, t)φ(~r, t))− [Σ](~r, t)φ(~r, t) +Rc(~r, t), (3.4)
ou` le vecteur V −1 ∈ Rgˆgˆ est de´fini par :










et d¯ ∈ Fgˆgˆ est de´fini par Blocdiag(d). Par “Diag(•)”, nous de´signons la matrice diagonale
dont les coefficients diagonaux sont pre´sente´s sous formes d’arguments (i.e. (•) ). De
meˆme, “Blocdiag” de´signe ici une matrice diagonale par bloc. Le parame`tre des sections
physiques [Σ] ∈ Fgˆgˆ est :
[Σ](~r, t) :=

[Σ]i,i(~r, t) := σ
(i)
t (~r, t)− σ(i⇀i)s (~r, t) + ν(i)(1− β(i))χ(i)p σ(i)f (~r, t),
[Σ] i, j
i 6= j
(~r, t) := −σ(i⇀j)s (~r, t) + χ(i)p (1− β(j))ν(j)(~r, t)σ(j)f (~r, t),
(3.5)
ou` R ∈ Fkˆgˆ est de´finie par (R)i,j := χ(j,i)d (~r, t)µ(j) ∈ F. L’e´quation re´gissant les concentra-
tions des groupes de pre´curseurs est :
∂
∂t
c(~r, t) = [µ]c(~r, t) + [Σf ]φ(~r, t), (3.6)
ou` [µ] est une matrice diagonale appartenant a` (L∞(Ω))kˆkˆ avec [µ]i,i = µ
k. L’e´le´ment
[Σf ] ∈ Fkˆgˆ est une matrice pleine telle que [Σf ]i,j = β(i,j)ν(j)(~r, t)σ(j) ∈ F.
3.3 Me´thode de re´solution
Notre approche pour la re´solution consiste a` regrouper toutes les e´quations de diffe´-
rents groupes d’e´nergie portant d’une part sur le flux neutronique et d’autre part sur les
concentrations de pre´curseurs. Par commodite´ de pre´sentation, nous donnons tout d’abord
les e´quations re´gissant les diffe´rents groupes d’e´nergie (pour le flux et pour les concen-
trations de pre´curseurs) sous une forme unifie´e dans le cadre continu. Dans un deuxie`me
temps, nous proce´derons a` la discre´tisation en temps et espace. Nous pre´senterons enfin
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la structure matricielle utilise´e. Cette proce´dure d’unification facilite la compre´hension de
l’application de l’algorithme parare´el sur le mode`le neutronique car elle permet de regrou-
per toutes les solutions recherche´es sous forme vectorielle. Ainsi un unique solveur sera
donc suffisant pour la propagation.
3.3.1 Discre´tisation spatiale par e´le´ments finis
Les flux neutroniques mode´lise´s par les e´quations (3.2)-(3.4) sont des e´le´ments de
l’espace de Hilbert L2([0, T ];H10 (Ω)) ou` H
1
0 (Ω) est un espace de Hilbert de´fini par :
H10 (Ω)) := {u ∈ L2(Ω), tel que ∇u ∈ L2(Ω), u = 0 sur ∂Ω}.
Afin de re´aliser la discre´tisation en espace, nous utilisons la me´thode des e´le´ments finis
associe´e a` une formulation faible des e´quations du flux neutronique et des concentrations
des pre´curseurs. Pour cela, nous notons 〈., .〉 le produit scalaire Hilbertien. L’espace des
fonctions tests pour le flux est H10 (Ω) et L
2(Ω) pour les concentrations des pre´curseurs.
Conside´rons une triangulation uniforme Th de l’espace Ω ⊂ R3, nous approchons les fonc-
tions flux et concentration de pre´curseurs par des e´le´ments finis conformes P1 constituant
l’espace des polynoˆmes de degre´s 1 et a` trois variables d’espace. Soit donc la famille de fonc-
tions {ψ′i}sˆ1i=1 (respectivement {ψ′′i }sˆ2i=1), une base standard de l’espace discret Y ′h ⊂ H10 (Ω)
(respectivement Y ′′h ⊂ L2(Ω) ) dans lequel nous repre´sentons vectoriellement le flux φ
(respectivement les concentrations des pre´curseurs c) par Φ (respectivement par c).
Soit sˆ := gˆsˆ1 + kˆsˆ2 et les espaces Y ′ et Y ′′ sont pris e´gaux et de´finis par
Y ′ := {uh ∈ C0(Ω), uh|K ∈ P1,∀K ∈ Th}.
Remarque 3.3.1. La physique re´elle du mode`le que nous traitons admet une ge´ome´-
trie dynamique puisque les grappes de controˆle d’e´nergie sont en mouvement au fur et
a` mesure que la re´action se de´roule. Comme les sections efficaces sont constantes dans
chaque milieu, il est plus judicieux de lier leur de´pendance en temps au mouvement des
grappes. Pour cette raison, ces coefficients seront ne´cessairement des fonctions borne´es
appartenant a` L∞(Ω) := {u : Ω→ R,∃c > 0, |u(~r)| < c, ∀~r ∈ Ω} dont on conside´rera une
repre´sentation P0.
Remarque 3.3.2. Pour le mode`le de´terministe des e´quations de la cine´tique, les sec-
tions efficaces discretise´es en groupe sont suppose´es constantes sur chacune des mailles
ge´ome´triques (appele´es milieux). La notation des repre´sentations nodales de ces sections
efficaces est accompagne´ d’un chapeau (i.e. : “ ̂ ”) pour indiquer une section de´finie sur
tout le domaine inde´pendamment des groupes d’e´nergie (ou de milieu d’occupation).
Nous proce´dons maintenant a` une discre´tisation par e´le´ments finis pour les e´quations
de la cine´tique neutronique. Conside´rons Φ˙(t) la repre´sentation vectorielle (nodale) de la
de´rive´e en temps du vecteur flux neutronique, et c˙(t) la repre´sentation vectorielle de la
de´rive´e en temps de la concentration des pre´curseurs. L’e´quation discre`te multi-groupe
unifie´e re´gissant le flux neutronique est la suivante :
MvhΦ˙(t) = AdhΦ(t)−ΣhΦ(t) +Rhc(t), (3.7)
ou` Mvh ∈ R(sˆ1gˆ)×(sˆ1gˆ) est de´finie par Mvh := Blockdiag(M vh), avec M vh ∈ Rsˆ1sˆ1 ,
et Adh ∈ R(sˆ1gˆ)×(sˆ1gˆ) est de´finie par Adh := Blockdiag(Adh), la matrice Σh ∈ R(sˆ1gˆ)×(sˆ1gˆ) et la
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matrice Rh ∈ R(sˆ1gˆ)×(sˆ1kˆ) est de´finie telle que Rh := Blockdiag(Rh).
Notons que (M vh)i,j := VMh, tandis que Mh := 〈ψi, ψj〉, (Adh)i,j := 〈D¯i∇ψi,∇ψj〉, ou`
D¯i est la repre´sentation nodale du coefficient de diffusion D (constante par e´le´ment en
P0) relative a` l’e´le´ment en question, (Rh)i,j := 〈(χ̂dµ)iψi, ψj〉. La matrice Σh des sections
efficaces est de´finie par :
Σh := Σ
t













[̂β] := Blockdiag(β(i)IRsˆ1sˆ1 ) ∈ R(sˆ1gˆ)×(sˆ1gˆ),
avec
(Σth)i,j := 〈(σ̂t)iψi, ψj〉 ∈ Rsˆ1sˆ1 ,
(Σsh)i,j := 〈( ̂¯σs)iψi, ψj〉 ∈ Rsˆ1sˆ1 ,
(Σfh)i,j := 〈(χ̂pνσf )iψi, ψj〉 ∈ Rsˆ1sˆ1 ,
ou` les sections σ̂t , σ̂s et χ̂pνσf sont les repre´sentations nodales en e´le´ment fini P0, et ou`
(σ̂t)i, ( ̂¯σs)i et (χ̂pνσf )i font re´fe´rence au te´trae`dre relatif a` l’indice i. L’e´quation discre`te
re´gissant la concentration totale c des pre´curseurs est :
Mhc˙(t) = Nhc(t) + [˜β]ΣfhΦ(t), (3.8)
ou` Mh ∈ R(sˆ2kˆ)×(sˆ2kˆ), Mh := Diag(Mh), et Nh := Blockdiag(Nkh ) ∈ R(sˆ2kˆ)×(sˆ2kˆ) avec
(Nkh )i,j := (µ
(k)
i ψi, ψj), et [˜β] ∈ R(sˆ2kˆ)×(sˆ2gˆ), est telle que ([˜β])k,g := (β¯(g)) ∈ Rsˆ2sˆ2 ou`
(β¯(g))i,j := β
(g,k)IRsˆ2sˆ2 .
3.3.2 Construction des e´tats initiaux
Dans cette section, nous pre´sentons et expliquons les outils de construction des e´tats
initiaux relatifs aux flux et aux concentrations de pre´curseurs.
E´quation stationnaire de la cine´tique neutronique
L’e´tude des e´quations stationnaires de la neutronique est ne´cessaire pour de´finir l’e´tat
initial pour le calcul cine´tique. Nous utilisons dans cette section la notion de re´activite´
qui porte sur les e´tats du cœur nucle´aire. En particulier, nous aurons recours a` la notion
d’e´tat stable qui ne´cessite l’introduction d’un proble`me aux valeurs propres. Ce proble`me
aux valeurs propres donne lieu a` ce qu’on appelle la re´activite´ efficace caracte´rise´e par le
facteur keff qui de´signe la plus grande valeur propre ge´ne´ralise´e des deux matrices (de
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production F̂ := Σfh (c’est la matrice qui caracte´rise la production des neutrons par la





Nous proposons enfin un algorithme permettant de calculer le coefficient keff .
Le re´acteur nucle´aire peut avoir trois e´tats d’e´nergie (sous-critique, critique et sur-critique).
Ces trois e´tats sont lie´s a` la densite´ des neutrons diffusant dans le cœur nucle´aire. Elles
sont principalement lie´es a` la production neutronique par la re´action en chaˆıne et la dispa-
rition des neutrons par absorption. Le re´acteur est dit critique si le bilan neutronique est
nul. Ceci signifie qu’a` chaque instant le nombre de neutrons produits est e´gal au nombre
de neutrons disparus. Le bilan neutronique a` l’inte´rieur d’un cœur a` l’e´quilibre ve´rifie
alors :
Productionfission + Sourceexte´rieure = Absorption + Fuites. (3.9)
Les neutrons injecte´s dans le syste`me constituent la source d’amorc¸age de la re´action,
l’absorption peut eˆtre importante, la fuite repre´sente les neutrons quittant le syste`me.
Le facteur multiplicatif dans un milieu sans fuite, note´ k∞ est de´fini par :
k∞ :=
nombre de neutrons a` l’instant t
nombre de neutrons a` l ’instant t-1
. (3.10)





Ce coefficient devrait eˆtre tre`s proche de l’unite´ pour garantir un e´tat d’e´quilibre. Ainsi,
si keff < 1 l’e´tat du cœur est dit sous-critique, si keff > 1 l’e´tat est sur-critique et si
keff = 1 l’e´tat du cœur est critique.
Afin de de´terminer un tel e´tat, il est indispensable d’e´valuer l’e´tat stationnaire propre
sans source exte´rieure (i.e. la seule source conside´re´e est la fission).
L’e´quation de Boltzmann stationnaire admet des solutions uniquement dans le cas critique.






et les termes de l’absorption (diffusion et scattering,..) :







Les donne´es de la mode´lisation ne sont pas force´ment des donne´es caracte´risant un e´tat
critique et le cas e´che´ant, nous forc¸ons notre syste`me a` devenir critique en ajoutant le
facteur keff dans l’e´quation de Boltzmann stationnaire. Cette e´quation devient alors :

















On s’est ainsi ramene´ a` un proble`me aux valeurs propres consistant a` chercher la valeur
keff pour laquelle l’e´quation bilan (3.11) critique a lieu.
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Algorithme de calcul d’un e´tat critique du re´acteur nucle´aire
Pour calculer l’e´tat critique d’un re´acteur, c’est a` dire re´soudre l’e´quation aux valeurs
propres (3.12), nous utilisons la me´thode de la puissance qui est un algorithme ite´ratif
permettant de calculer la valeur propre de module maximal. Dans le cadre de la neutro-
nique, la me´thode de la puissance re´sout un proble`me dont le second membre est la source
de fission.
Nous allons maintenant e´tudier pre´cise´ment les matrices implique´es dans ce proble`me. Les
matrices disparition (absorption+fuites) sont de´crites par les matrices :
Â := Adh −Σth +Σsh, (3.13)
et la matrice relative a` la source de fission est :
F̂ := Σfh.
Graˆce a` ces matrices, nous pouvons calculer la valeur propre ge´ne´ralise´e keff du couple





ou` Φ est le flux propre associe´ au keff . L’algorithme ci-dessous permet de calculer cette
valeur propre de plus grand module, la norme ‖.‖2 e´tant associe´e au produit scalaire
〈., .〉Rgˆsˆ1 .
Algorithme 3 : Algorithme de la puissance, proble`me a` source
Input : Initial flow vector Φ0, tolerance ǫ˜;
Initialize the source term S0 = F̂Φ0; l← 0;
repeat
1. Solve iteratively : ÂΦl+1 = S l ;
2. Normalize Φ˜l+1 := Φl+1/‖Φl+1‖2;
3. Evaluate the relative error Err :=‖Φ˜l+1 − Φ˜l‖2/‖Φ˜l+1‖2;
4. Update the source : S l+1 = F̂Φ˜l+1;
l← l + 1;
until Err ≤ ǫ˜ ;
Result : Φ := Φl & keff := ‖Φl‖2;
Conditions initiales pour les concentrations des groupes de pre´curseurs
Dans le cas ou` nous ne disposons pas de flux initial, le proble`me devient un pro-
ble`me aux valeurs propres. Une fois que nous disposons de la condition initiale Φ(g,⋆) (i.e.
flux propre du groupe (g)), nous pouvons de´terminer la concentration des pre´curseurs









en e´crivant les e´quations stationnaires issues des e´quations (3.3)-(3.6).
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3.3.3 Discre´tisation temporelle par θ-sche´ma
La solution Φ(ti+1) =: Φi+1 est construite par re´currence a` partir d’une solution
ante´rieure Φ(ti) =: Φi par le θ-sche´ma :
MvhΦi+1 −MvhΦi = τθ(AdhΦi+1 −ΣhΦi+1 +Rhci+1)
+ τ(1− θ)(AdhΦi −ΣhΦi +Rhci), (3.14)
et,
Mkhci+1 −Mkhci = τθ(Nhci+1 + [˜β]ΣfhΦi+1) + τ(1− θ)(Nhci + [˜β]ΣfhΦi), (3.15)
ou` θ ∈ [0, 1] et τ est le pas de discre´tisation en temps.





T repre´sentant une solution a` l’instant t = ti. Le
syste`me line´aire permettant de calculer la solution a` l’instant t = ti+1 a` partir de la
























DJJ :=Mkh − τθNh,
BII :=Mvh + τ(1− θ)
(Adh −Σh),
BIJ := τ(1− θ)Rh,
BJI := τ(1− θ)[˜β]Σfh,
BJJ :=Mkh + τ(1− θ)Nh.
Ce dernier syste`me peut s’e´crire de manie`re synthe´tique :
Xi+1 = EXi, (3.17)










3.3.4 Description concise du solveur en temps
Apre`s avoir construit notre maillage 3d, nous construisons notre solveur-neutronique
se´quentiel, pour un seul pas de temps, suivant les trois e´tapes principales suivantes :
• E´tape 1 : localiser les grappes selon leur chronologie par groupe, et recalculer les
sections efficaces.
• E´tape 2 : construire et assembler par blocs les matrices du proble`me.
• E´tape 3 : re´soudre le syste`me par l’algorithme GMRES [60].
Dans ce qui suit, nous expliquons plus en de´tails certaines caracte´ristiques du solveur,
plus pre´cise´ment la construction du maillage et la prise en compte de la dynamique de
la ge´ome´trie. Nous pre´sentons e´galement un autre solveur, utilise´ au CEA 13, le solveur
MINOS [4].
13. Commissariat a` l’Energie Atomique et a` l’e´nergie renouvelable (France)
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Construction du maillage
Le maillage doit identifier diffe´rents milieux (combustibles a` diffe´rents groupes d’e´nergie,
grappes a` deux groupes et le re´flecteur constituant la couche exte´rieure du cœur nucle´aire),
particulie`rement pour les grappes de controˆle qui bougent verticalement d’une manie`re
continue au cours du temps et en fonction de l’avancement de la re´action en chaˆıne de
fission.
Le maillage tridimensionnel repre´sente
un quart du coeur nucle´aire vu de face,
le reste se de´duisant par syme´trie.
Figure 3.4 – Maillage en trois dimensions d’un quart du cœur nucle´aire.
Mouvement continu des grappes et assemblage des matrices de production
Dans ce paragraphe, nous e´tudions deux proce´dures ; la premie`re utilisant une adaptation
du nombre des couches (mailles) en hauteur selon le pas de temps choisi (cette me´thode
est utilise´e par les inge´nieurs de CEA) et une autre me´thode, qui est la notre, dans laquelle
nous utilisons une interpolation des fonctions indicatrices.
Solveur du cœur MINOS
L’approximation utilise´ dans le solveur MINOS : le pas de temps τ et le pas d’espace de
hauteur dz sont lie´s. Cette relation a pour effet de faire co¨ıncider le pas de temps avec le
passage des grappes sur les surfaces des cubes. On peut e´galement utiliser une me´thode
d’interpolation semblable a` celle que nous allons de´velopper dans notre solveur.
Notre Solveur
Notre solveur utilise des e´le´ments te´trae´driques ge´ne´re´s par le logiciel de calcul scientifique
FreeFem++ [55]. Nous tenons compte du mouvement line´aire et continu des grappes par
une interpolation. Le coefficient d’interpolation caracte´rise les parties de l’e´le´ments finis
(te´trae`dre) occupe´es par les grappes et par le combustible. Ces indicateurs nous servent a`
distinguer les coefficients physiques constants dans chaque milieu (voir tables (3.1)-(3.2)),
et qui peuvent donc eˆtre correctement approche´s par des e´le´ments finis P0. Dans la mise
en œuvre de notre solveur, la construction de ces matrices passe par une construction de
fonctions indicatrices qui identifient les milieux, par la re`gle intuitive :
Pre´sence des grappes =⇒ Absence du combustible. (3.18)
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Dans le cadre d’approximation P0 sur chaque te´trae`dre les fonctions indicatrices des mi-
lieux valent “1” ou “0”. Cependant, cette mode´lisation n’est pas assez sophistique´e car elle
produit des discontinuite´s au niveau de la courbe de la puissance. Elle assimile le milieu
constituant l’interface entre les grappes d’absorption et le combustible a` une couche in-
finiment fine. Supposons qu’au temps t1 les grappes commencent a` eˆtre au meˆme niveau
qu’un te´trae`dre et qu’au temps t2 on passe au te´trae`dre suivant. Pendant une dure´e t2− t1
les grappes peuvent eˆtres localise´es dans des te´trae`dres spe´cifiques (voir figure 3.6).
Notre approche consiste a` mesurer d’abord le taux d’enfoncement des grappes, puis a`
affecter aux fonctions indicatrices de ces milieux ( grappes et combustible ) un coefficient
entre ze´ro et un. Cette interpolation prend en compte l’e´volution continue des grappes.
Une fois que les fonctions indicatrices des grappes sont assemble´es, celles du combustible












Figure 3.5 – Indicatrices des taux de pre´sence des grappes (courbe rouge) et du com-









Figure 3.6 – Coefficients de la fonction indicatrice 3d pour les grappes absorbantes.
3.4 Paralle´lisation en temps de la re´solution
Pour acce´le´rer la re´solution du syste`me (3.17) nous appliquons le sche´ma parare´el
pre´sente´ dans [41]. Nous de´veloppons maintenant les outils et techniques ne´cessaires a` sa
re´alisation.
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3.4.1 De´composition de l’intervalle de temps
L’intervalle de temps [0, T ] est subdivise´ en nˆ segments e´gaux :
[0, T ] := ∪n=nˆ−1n=0 [Tn, Tn+1],
ou`




avec ∆T est la taille d’un sous intervalle de temps et τ est le pas de temps




Remarque 3.4.1. La notation F△ = E
l est abusive et ne signifie pas que le propagateur
F△ est e´gal a` la puissance l-ie`me de la matrice E. En effet, la matrice bloc E n’est pas
constante au cours du temps puisque nous sommes dans le cadre d’un syste`me dynamique.
Soit {Xn}n≥0 la suite des solutions de (3.17) aux instants t = Tn, . . . , Tn, on a Xn+1 :=
Xn,l.
Les e´le´ments de cette suite satisfont la relation :
Id
−F△ Id















3.4.2 Application du sche´ma parare´el aux e´quations de la neu-
tronique
Nous avons vu que l’algorithme parare´el peut s’e´crire sous forme ite´rative, qu’il est
paralle´lisable en temps et qu’il assure une convergence exacte vers la solution fine apre`s nˆ
ite´rations, ou` nˆ est le nombre des sous intervalles de la de´composition. Cette convergence
exacte est due a` l’aspect triangle de Pascal, une loi re´gissant la mise a` jour des variables










ou`G△ est une de´gradation du propagateur fin F△. Cette de´gradation peut rendre instable
le sche´ma (3.20)(voir [8, 18, 65]). Comme la partie grossie`re est re´solue se´quentiellement,
il est pre´fe´rable de trouver une de´gradation du mode`le pour que le propagateur grossier
G△ soit le moins couˆteux possible tout en restant stable et prenant toujours en compte la
physique du mode`le. Dans ce qui suit, nous pre´sentons des re´ductions du mode`le neutro-
nique qui permettent de de´grader la propagation fine mais aussi d’assurer une re´duction
de la complexite´ de l’algorithme.
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3.5 Tests, algorithme paralle`le, re´sultats nume´riques
et discussion
Avant d’entamer nos tests nume´riques, nous pre´sentons tout d’abord a` la figure 3.7 la
ge´ome´trie (radiale) du cœur ainsi que les milieux d’occupation pour les combustibles et
les grappes d’absorptions. La figure montre e´galement les positionnements des grappes a`
l’instant t = 0, ainsi que les volumes des combustibles.
Figure 3.7 – Ge´ome´trie du cœur et positionnement initial des grappes d’absorption.
Pour nos tests sur le mode`le de la neutronique, nous conside´rons une re´duction du
mode`le. Cette re´duction portera principalement sur l’aspect dynamique des grappes de
controˆle qui ont une e´volution continue en temps dans la direction verticale par rapport
au cœur du re´acteur.
3.5.1 Simulation de la production d’e´nergie
Dans cette partie, nous simulons une physique re´elle qui prend en compte le mouvement
des grappes d’absorption ( des deux groupes ) dans le cœur. Au temps t = 0sec le premier
groupe de barre est a` position initiale z = 100cm tandis que le deuxie`me groupe est a`
position plus haute z = 180cm.
Le mouvement line´aire des grappes d’absorption est comme suit :
Groupe 1 : (t = 0 |z = 100 cm)ր (t = 26, 5|z = 180 cm), avec une vitesse de 3 cm/sec
Groupe 2 : (t = 7, 5|z = 180 cm)ց (t = 47, 5|z = 60 cm), avec une vitesse de 3 cm/sec
Les se´ries de courbes pre´sente´es a` la figure 3.8 correspondent au variations de la re´activite´
keff du mode`le en fonction du temps ou de l’e´volution des grappes. A` chaque pas de
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Figure 3.8 – Variation des keff en fonction du temps.
temps, et apre`s avoir assemble´ les matrices de re´activite´ Â et F̂ nous faisons appel a`
l’algorithme 3 pour re´soudre le proble`me aux valeurs propres associe´ et calculer la valeur
propre ge´ne´ralise´e keff .
3.5.2 Re´duction du mode`le physique du re´acteur autour des sce´-
narios sur la dynamique des grappes
Dans cette section, nous pre´sentons les sce´narios dynamique et statique dont les de´-
finitions sont fortement lie´es aux grappes de controˆle, et spe´cialement a` leurs niveaux
d’enfoncement dans le cœur. Nous montrons qu’une simplification de mode`le peut eˆtre un
atout pour acce´le´rer la re´solution par l’algorithme parare´el.
Nous notons mode`le complet respectivement mode`le re´duit notre mode`le de cine´tique neu-
tronique en pre´sence respectivement en absence des groupes de concentrations de pre´cur-
seurs. Une e´tude approfondie de la re´duction du mode`le est fondamentale afin de permettre
une de´gradation du solveur fin et de´terminer les caracte´ristiques d’un solveur stable. Cette
de´gradation peut eˆtre re´alise´e soit par un de´-raffinement du maillage (spatio-temporel),
soit par une re´duction du nombre des ite´rations d’inversion soit en agrandissant la tole´-
rance lors de la re´solution du syste`me line´aire ou par simplification de la physique du mo-
de`le (si cela est possible). Dans le cadre de la cine´tique neutronique, plusieurs parame`tres
permettent une simplification du mode`le tout en gardant des re´sultats de simulation as-
sez proches de ceux obtenus avec un mode`le complet. A cet effet, on peut par exemple
diminuer le nombre des groupes d’e´nergies pour le flux neutronique, ou bien encore le
nombre des groupes des concentrations des pre´curseurs. Nous pouvons aussi approcher la
productivite´ du cœur par un simple changement de la re´activite´.
Nous de´taillons dans la suite l’aspect dynamique de la physique du mode`le et nous propo-
sons une re´duction de cette dynamique. En effet, cette re´duction nous permet de rendre




La cine´tique dans ce cadre est caracte´rise´e par un mouvement line´aire des grappes
de controˆle au cours du temps avec une vitesse e´gale a` 3 cm/sec. Ces grappes dans leur
configuration initiale fournissent un e´tat critique du re´acteur (i.e. keff=1), cette confi-
guration initiale positionne les groupes des grappes (le groupe 1 est place´ a` une hauteur
e´gale a` z = 100 cm et le groupe 2 est place´ a` une hauteur e´gale a` z = 180 cm). Au cours
du temps le re´acteur se met progressivement a` produire des neutrons par fission, car les
grappes d’absorption, spe´cialement le groupe 1, remontent ce qui fait que le taux d’absorp-
tion diminue. Cela re´duit la surface de contact des grappes avec les combustibles. Pendant
une dure´e d’environ 20 sec, la surface de contact entre les grappes et le combustible est
plus petite que celle assurant un e´tat critique du re´acteur. Ce dernier va donc produire
de plus en plus d’e´nergie jusqu’a` ce que cette surface de contact assure un second e´tat
critique. Ceci est le re´sultat d’un enfoncement du deuxie`me groupe des grappes partant
de z = 180 cm jusqu’a` z = 60 cm pour une dure´e de temps e´gale a` 40 sec de´butant a` 7.5
sec. Pendant la dynamique des grappes d’absorption, l’e´nergie nucle´aire (en norme de flux
neutronique) atteint son pic et de´croˆıt pour atteindre la deuxie`me phase critique, tout en
continuant a` de´croˆıtre jusqu’a` l’extinction du re´acteur.
Nous commenc¸ons dans la suite par la re´duction de la physique dynamique du mode`le
par une fixation intelligente des grappes.
Sce´nario statique
Dans ce sce´nario les grappes d’absorption sont fixe´es. Nous pouvons approcher le sce´-
nario re´el en choisissant correctement les positions des grappes. Dans le cadre du sce´nario
dynamique, il y a deux phases principales du re´acteur qui sont caracte´rise´es par deux e´tats
du cœur : sous-critique et sur-critique. Une reproduction de ces phases (relatives aux e´tats
du cœur) est tout a` fait possible au sens ou` nous pouvons arbitrairement controˆler l’e´tat
du cœur.
Dans ce qui suit nous proposons deux approches pour cette reproduction.
Positionnement spe´cial des grappes Il suffit de choisir deux positions des deux
groupes de grappes, de telle sorte que la surface de contact soit strictement infe´rieure a`
celle d’un e´tat critique, soit par exemple
t ∈ [0, 20] t ∈]20, 80]
Groupe 1 z=160 cm z=180 cm
Groupe 2 z=180 cm z=60 cm
Figure 3.9 – Changement de l’e´tat du re´acteur par un changement des positions des
grappes.
Changement de la re´activite´ Cette approche ne change pas la configuration initiale
des grappes d’absorption. Ne´anmoins nous sommes en mesure de reproduire le phe´nome`ne
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assure´ par les positionnements (voir figure (3.9)). En effet, ces positions correspondent a`
une certaine re´activite´, il suffit donc de reproduire cette re´activite´ correspondante a` une
valeur donne´e de keff aux temps pre´cis relatifs aux positions des grappes, pour reproduire
le meˆme sce´nario.
t ∈ [0, 20] t ∈]20, 80]
re´activite´ 10008.e-5 9998.e-5
Figure 3.10 – Changement de l’e´tat du re´acteur par un changement de sa re´activite´.
Remarque 3.5.1. Dans le cadre du sce´nario statique, il est pre´fe´rable pour la mise en
oeuvre d’utiliser la seconde me´thode, car celle-ci ne demande pas plusieurs mises a` jour
des coefficients, contrairement a` la premie`re me´thode. En outre, cette me´thode facilite la
mise au point et acce´le`re l’exe´cution de l’algorithme re´sultant sans aucun changement de
re´sultats par rapport a` la premie`re approche
Remarque 3.5.2. Avec le sce´nario statique il est difficile de reproduire les re´sultats du
sce´nario re´el. Ceci est clair au moins dans le sce´nario statique car nous perdons de´ja` la
continuite´ de la dynamique qui a un impact direct sur l’e´nergie re´sultant de ce mode`le.
Ne´anmoins, avec le sce´nario statique et avec la deuxie`me me´thode, nous pouvons jouer
sur la re´activite´ pour atteindre le meˆme pic que celui du sce´nario re´el. La version statique
relative au positionnement des grappes ne propose pas cette possibilite´.
3.5.3 Parare´el pour la neutronique
Ayant le flux propre (critique), obtenu de l’algorithme 3 nous pouvons entamer une
cine´tique neutronique dont les instances sont de´crites par l’algorithme 4 (voir page 75).
Pour la mise en œuvre et le test nume´rique des me´thodes pre´ce´dentes, nous avons uti-
lise´ des donne´es de diffe´rentes sections efficaces fournies par les inge´nieurs du CEA. Les
simulations nume´riques ont e´te´ effectue´es sur une machine paralle`le SGI du laboratoire
Jacques-Louis Lions, qui posse`de 64 coeurs cadence´s a` 2.0 GHz, 256 Go de me´moire parta-
ge´e et un re´seau de communication Numalink (15 GB/s) offrant une des meilleures bandes
passantes (supe´rieure a` l’Infiniband 4xQDR), avec une faible latence. Nous avons donc
exploite´ cette machine massivement paralle`le avec la bibliothe`que MPI [64] et le logiciel
de calcul scientifique FreeFem++. Nos donne´es de physique sont pre´sente´es a` la table 3.1
et comple´te´es par les tables 3.2.
Ce paragraphe pre´sente les diffe´rentes sections. Le flux neutronique Φ concerne dans nos
cas tests deux groupes d’e´nergies qui se trouvent dans chacun des quatre milieux du do-
maine combustible A, combustible B, grappes d’absorption et re´flecteur. Deux groupes
d’e´nergie cohabitent dans chaque milieu. Les neutrons correspondants sont en interaction
permanente. Ces neutrons peuvent changer d’un groupe a` un autre par un ralentissement
(chocs) ou un simple changement de direction (diffusion). Les sections efficaces de chan-
gement d’e´nergie de neutrons sont pre´sente´es sous forme de quatre tables a` la table 3.1.
Chaque table pre´sente la section dans un milieu spe´cifique. Les donne´es neutroniques
relatives a` la section de scattering sont pre´sente´es dans les tables 3.2.
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Algorithme 4 : Algorithme parare´el de la cine´tique neutronique
Input : nˆ := #slave proc that gives rise to In from I, fine time step τF and coarse
one τG
Input : X00 = [(Φ
⋆)T , (c⋆)T ]T as initial conditions, ǫ a tolerance of the algorithm ;
Input : a solver A, a data vector X;
Routine(A,X)
1) Positioning the absorber rods with respect to the dynamic chronology;
2) Constructing matrices related to equations (3.14)-(3.15)-(3.16);
3) Serial propagation of X using A with respect to its screenplay 14




if master processor then
foreach n ∈ {0, .., nˆ− 1} do
1) Call : Routine(G△,X
p
n) (i.e. coarse-serial propagation);
2)
if p = 0 then
repeat return to 1 with Xpn+1 until n = nˆ− 1
else
Construct (Xpn)n≥1 with respect to relationship (3.20);
end
3) Mpi Send (Xpn, processor(n)) ;
end
else
forall slave processor(n)/n ∈ {0, . . . , nˆ− 1} do
Mpi Recv (Xpn,master processor);
Call : Routine( F△,X
p






if master processor then








Mpi Broadcast (master processor, ǫpn);
until maxn ǫ
p
n ≤ ǫ ;
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Donne´es physique Milieux
Sections Combustible A Combustible B
groupe1 groupe2 groupe1 groupe2
σt 0.23409670 0.93552546 0.23381787 0.95082160
σf 0.006477691 0.1127328 0.007503284 0.1378004
Grappes Re´flecteur
groupe1 groupe2 groupe1 groupe2
σt 0.23409670 0.93552546 0.20397003 1.26261670
σf 0.006477691 0.1127328 .0 .0
vitesse 1.25e+7 2.5e+5 1.25e+7 2.5e+5.

























Table 3.2 – Donne´es de la section “scattering” pour les deux groupes d’e´nergies.
3.5.4 Le solveur se´quentiel
Nous e´tudions dans ce paragraphe la stabilite´ et l’ordre de convergence du θ-sche´ma
pour la discre´tisation temporelle des e´quations (3.7)-(3.8). Les tests effectue´s sur les dif-
fe´rents mode`les ont montre´ que le sche´ma explicite correspondant a` une valeur nulle de
θ est inconditionnellement instable, tandis que le sche´ma de Crank-Nicolson relatif a` une
valeur de θ = 1
2
pre´sente des oscillations si les groupes de concentrations de pre´curseurs
sont pre´sents, que ce soit lors de la phase sur-critique 15 caracte´rise´e par la monte´e de la
puissance du cœur, ou de la phase sous-critique 16 caracte´rise´e par une diminution de la
puissance. Il apparaˆıt que l’unique valeur pour laquelle le θ-sche´ma est inconditionnelle-
ment stable et ne pre´sente pas d’oscillation est le sche´ma implicite avec θ = 1. Dans la
figure 3.11 nous calculons nume´riquement l’ordre d’approximation du sche´ma de discre´-
tisation en temps du sche´ma d’Euler implicite (θ = 1). Ces courbes repre´sentent deux
pentes de´crivant l’ordre de convergence du sche´ma pour les deux phases de l’e´tat du cœur
sur-critique et sous-critique. Nous remarquons que l’ordre est inde´pendant des phases.
Nous pre´sentons maintenant dans ce qui suit quelques graphes montrant le comportement
de la norme du flux neutronique dans le coeur nucle´aire. Tout d’abord, nous simulons un
mode`le neutronique complet, avec six groupes de pre´curseurs et deux groupes d’e´nergie de
flux neutronique. Nous e´liminons ensuite les groupes de pre´curseurs et examinons l’impact
de leur pre´sence sur le comportement de la puissance. Enfin, nous pre´sentons, un peu plus
15. Phase d’emballement de la valeur de l’inte´grale du flux neutronique sur cœur nucle´aire.
16. Phase d’extinction du cœur nucle´aire.
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Figure 3.11 – Ordre de convergence du sche´ma d’Euler implicite, pour le sce´nario dyna-
mique du mode`le complet (six groupes de pre´curseurs) : e´chelle logarithmique de´cimale
sur les axes “x” et “y”.
Figure 3.12 – Valeurs de la norme du flux moyen de re´acteur avec le sce´nario dynamique.
loin sous forme de graphes, le comportement de la norme du flux dans le coeur nucle´aire,
vis-a`-vis du pas de discre´tisation en temps.
3.5.5 Crite`re d’arreˆt de l’algorithme parare´el
Dans cette sous-section nous donnons une strate´gie consistant a` arreˆter la simulation si
une certaine tole´rance est viole´e. Nous de´finissons donc un crite`re d’arreˆt pour l’algorithme
parare´el.
Suivant une discre´tisation en temps du premier ordre, comme c’est le cas pour nos re´sultats
nume´riques, l’ordre de convergence de l’algorithme parare´el peut s’ecrire comme (pour plus
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Figure 3.13 – Valeurs de la norme de flux moyen neutronique avec le sce´nario statique.
de de´tails sur l’ordre de convergence on renvoie a` [41]) :
‖Xpn −X(tn)‖L2(Rsˆ) ≈ o(∆T p + τ),
ou` X(tn) repre´sente la solution, produite par un solveur fin a` l’instant tn, du flux neutro-
nique avec les concentrations des pre´curseurs (le cas e´che´ant).
L’algorithme parare´el peut fournir une erreur de l’ordre de 2τ apre`s certaines ite´rations.
‖Xpn −Xn‖L2(Rsˆ) ≤ ‖Xpn − En×lX0‖L2(Rsˆ) + ‖En×lX0 −Xn‖L2(Rsˆ)
≤ o(∆T p) + o(τ)
≤ 2o(τ) = o(τ), si ∆T p ≤ τ.
Le crite`re d’arreˆt utilise´ est alors une tole´rance ǫ de l’ordre de τ comme e´tant l’erreur
qu’effectue le solveur se´quentiel fin par rapport a` la solution de re´fe´rence. De ce fait, il est
garanti que la solution parare´elle et la solution exacte appartiennent a` une meˆme boule
centre´e en la solution fine et de rayon e´gale a` o(τ). Dans le pire cas, l’e´cart entre la solution
parare´elle et la solution exacte est au plus le diame`tre de cette boule (i.e. 2o(τ)). Alors
l’algorithme parare´el est arreˆte´ a` une ite´ration p⋆ :
p⋆ := p(ǫ).
Nous nous inte´ressons maintenant a` la complexite´ de l’algorithme parare´el, c’est-a`-dire
au nombre de re´solutions de syste`mes linaires au cours des ite´rations. Supposons que
pendant la dure´e d’un intervalle de temps le propagateur fin effectue nF re´solutions du
syste`me (3.17), et que le propagateur grossier effectue nG re´solutions. La complexite´ de
l’algorithme parare´el a` l’ite´ration p est :
C(p) = (nˆnG + nF )p+ nˆnG.
De plus si nous choisissons les pas de temps fins τF et grossiers nG tels que τG = sτF , et














D’apre`s la formule ci-dessus, nous constatons que la complexite´ de l’algorithme parare´el
diminue si le nombre de processeurs disponibles augmente. Ne´anmoins, cela n’implique
ge´ne´ralement pas que l’algorithme convergera plus vite.
3.5.6 Comportement de l’algorithme parare´el vis-a`-vis de la norme
du flux moyen du cœur
Dans cette sous-section nous pre´sentons une se´rie de courbes (voir Figures 3.14 et 3.15)
de´crivant l’e´tat de la norme du flux neutronique dans le re´acteur en temps re´el de la
re´action. Ces courbes sont accompagne´es par des courbes de´crivant le comportement de
la diffe´rence quadratique entre la solution a` l’instant t−n et la condition initiale a` l’instant
t+n de l’intervalle suivant.
Figure 3.14 – Comportement du parare´el (ite´rations 1-2-3-4 ) sur la norme du flux
neutronique du cœur avec le mode`le complet pour le sce´nario dynamique, τF = 10
−1,
τG = 4 et nˆ = 10.
3.5.7 Etude nume´rique de la convergence de l’algorithme
Dans cette sous-section nous montrons la convergence nume´rique des erreurs des so-
lutions calcule´es avec l’algorithme parare´el et la solution se´quentielle (voir Tables 3.3-
3.4-3.5-3.6) dont nous varions la physique que nous traitons. L’erreur conside´re´e dans ces
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Figure 3.15 – Comportement du parare´el applique´ a` la neutronique (ite´rations 1-4) sur
la norme du flux moyen dans le cœur avec le mode`le complet et un sce´nario statique,
τF = 10
0, τG = 4 et nˆ = 10.




Nous pre´sentons tout d’abord les courbes relatives au sce´nario dynamique du mode`le
complet. Dans un second temps, nous pre´sentons les courbes d’erreur obtenues pour le
sce´nario statique d’un mode`le re´duit.
En tenons compte des re´sultats sur l’ordre de convergence de notre sche´ma de discre´ti-
sation en temps qui sont pre´sente´s dans la Figure 3.11 dont la solution de re´fe´rence a`
e´te´ approximativement reproduite par une discre´tisation tre`s fine τF = 10
−2. Nous nous
sommes donc inte´resse´ a` des erreurs du meˆme ordre de grandeur que celle-ci. Il faut
donc conside´rer une convergence de l’algorithme parare´el a` une erreur de 10−2 pre`s ou
bien de 10−3 pre`s. Ne´anmoins, nous pre´sentons des re´sultats de convergence plus pousse´s
(voir Fugure 3.5.7–3.5.8–3.21) pour de´montrer la convergence vers la solution nume´rique
se´quentielle.
Remarque 3.5.3. Nous soulignons que la courbes d’erreur pre´sente´ a` la Figure 3.5.7
(respectivement 3.5.8) correspond aux re´sultats du comportement de la norme de flux
moyen inte´gre´ pre´sente´ a` la Figure 3.14 (respectivement 3.15)
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Figure 3.16 – Evolution de l’erreur relative entre les e´nergies parare´elles et fines de
reference. Evolution avec un mode`le complet (6 groupes de pre´curseurs) avec un sce´nario
dynamique, τF = 10
−1, τG = 4 et nˆ = 10.
3.5.8 Le solveur grossier en sce´nario statique
Nous pre´sentons dans cette sous-section une de´gradation du mode`le permettant une
acce´le´ration de la re´solution sans nuire a` la convergence de l’algorithme. Cette de´gradation
est effectue´e pour le solveur grossier auquel nous mettant en un sce´nario statique. Ce
sce´nario comme explique´ dans la section 3.5.2 utilise une variation de la re´activite´ du
syste`me sur deux intervalles de temps physique de la re´action. La proce´dure employe´e
nous permet d’acce´le´rer le calcul et de ne pas recalculer la matrice de production a` tout
les pas de temps. En effet, uniquement une multiplication de la matrice de production
(de´ja` en me´moire cache) par un coefficient suffit.
Nous e´tudions a` la figure 3.20 (page 85) l’influence de la taille du pas de temps grossier
τG sur les re´sultats parare´els d’un mode`le complet de la cine´tique neutronique avec un
sce´nario dynamique, un pas de temps fin τF = 10
−1 et 10 sous intervalles. Nous comparons
ensuite les exe´cutions en wallclock (relative a` la super-machine) avec la mise a` disposition
de 10 processeurs traitant d’une fac¸on paralle`le les sous-proble`mes. Pour avoir un ordre
d’ide´e, nous signalons que le calcul se´quentiel (execution avec un seul processeur) dure
03h :06mn :57s, et que les temps affiche´s a` la figure 3.20 (page 85) correspondent au
temps wallclock des erreurs repre´sente´es.
Bien que les complexite´s soient assez diffe´rentes selon les deux cas envisage´s, on constate
une acce´le´ration de celle qui a plus de complexite´. Ce gain vient principalement du fait
que le pas de temps correspondant a` la courbe la plus rapide (en rouge) est le minimum
des deux.
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Figure 3.17 – Comportement de la norme de flux neutronique (ite´rations 1-2-3-4) avec un
mode`le complet et un sce´nario statique pour le calcul grossier et un sce´nario dynamique
pour le calcul fin, τF = 10
−1, τG = 2 et nˆ = 10.
Ce comportement d’acce´le´ration de la convergence apparaˆıt clairement sur les Tables 3.3–
3.6. En effet, si une ite´ration parare´elle est fixe´e dans une Table, on constate que l’erreur
des sauts est d’autant plus de´croissante que le pas de temps grossier τG se rapproche du
pas fin τF employe´ paralle`lement.
Nous pre´sentons a` la figure 3.21 l’acce´le´ration de la re´solution en fonction du nombre
de subdivisions par sous-domaines temporels. La re´solution sur chaque sous-domaine est
confie´e a` un processeur de la machine massivement paralle`le. Comme nous nous inte´ressons
aux erreurs de convergence de l’ordre de 10−2 ou de l’ordre de 10−3 nous constatons un
gain en temps cpu de traitement paralle`le de la cine´tique neutronique par rapport a` un
calcul se´quentiel. En outre, le fait de passer de 8 processeurs a` 16 processeurs permet
de passer de 2h : 45mn a` 1h : 15mn de traitement. Nous remarquons une division par
deux (approximative) du temps cpu, qui est en ade´quation avec une efficacite´ locale d’une
machine a` 8 cœurs par processeur. Signalons e´galement que si le nombre des subdivisions
nˆ augmente alors le nombre des processeurs agents en paralle`le augmente e´galement.
La communication devient donc de plus en plus importante. Ceci explique le fait que
la courbe d’erreur en temps wallclock (cpu) relative a` l’utilisation de 40 processeurs est
moins bonne que celle pour 20 processeurs. La machine sur laquelle nous avons lance´ ces
tests nume´riques a donc atteint sa saturation de speed-up.
Remarque 3.5.4. L’algorithme parare´el est imple´mente´ avec une architecture maˆıtre-
esclave pour laquelle nous avons deux types de communications : une communication de
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Figure 3.18 – Convergence du parare´el applique´ a` la neutronique (ite´rations 00-09), un
mode`le complet avec un sce´nario dynamique pour le calcul fin et utilisant un sce´nario
statique pour le calcul grossier. τF = 10
−1, τG = 2 et nˆ = 10.
distribution et une communication de collecte. Dans la communication distribution, le
processeur maˆıtre envoie l’information vers tous ses processeurs agents. Par contre dans
la communication collecte, le maˆıtre lui-meˆme rec¸oit et collecte les informations depuis ses
agents. Dans les deux cas, il s’agit de la meˆme quantite´ d’information qui passe dans les
deux sens, sauf si le programmeur de´grade le maillage pour le solveur grossier. En effet, si
un de´raffinement de maillage accompagne une de´gradation du mode`le utilise´ pour le solveur
grossier alors l’information passant dans la communication distribution est plus grossie`re
que l’autre car dans ce type de communication nous communiquons les solutions grossie`res
correspondantes aux conditions initiales grossie`res de l’algorithme parare´el. Le second type
de communication est consacre´ a` la correction de l’erreur grossie`re, qui ne´cessite une
information fine qui doit eˆtre communique´e par les processeurs agents (sous-domaine) au
processeur maˆıtre, ce qui rend cette communication importante et influanc¸ant directement
le temps du passage de l’information. Ceci est clair, en particulier, si on augmente le
nombre de processeurs agents ou le nombre de sous-domaines.
3.6 Conclusion
Bien que la physique du mode`le soit une monte´e de puissance exponentielle au cours des
vingt premie`res secondes, le parare´el a montre´ une stabilite´ pour diffe´rents choix de pas de
temps grossier strictement plus grands que le pas fin utilise´ en paralle`le. Ce comportement
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Figure 3.19 – Evolution de l’erreur relative, entre les e´nergies parare´elles et fines de
re´fe´rence, avec un mode`le re´duit (absence des groupes de pre´curseurs) et un sce´nario
statique, τF = 10
−1, τG = 4 et nˆ = 10.
stable a bien aide´ l’algorithme a` assurer un taux de convergence du meˆme ordre qu’un
sche´ma se´quentiel vers une solution exacte, avec une dure´e de temps strictement plus
petite.
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Figure 3.20 – Temps re´el de simulation CPU (Wallclock sous format h :m :s), mode`le
complet avec un sce´nario dynamique selon une variation du pas de temps grossier τG,
τF = 10
−1, τG = {2(rouge), 4(verte)}.


























































































































Figure 3.21 – Temps re´el de simulation CPU (Wallclock sous format h :m) pour les erreurs
commises par l’algorithme parare´el en temps applique´ selon le nombre de processeurs (ou
sous-intervalles) utilise´s a` un mode`le dans la physique est de´grade´e pour le solveur grossier.
τF = 10
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The past decade has demonstrated increasing interests in using optimal control
based methods within coherent quantum controllable systems. The versatility of such
methods has been demonstrated in the field of nuclear magnetic resonance (NMR), where
the experiments are coherent with the theory when dealing with the control of spin dy-
namic. This has led to new design principles as well as powerful new experimental methods
within magnetic resonance imaging, liquid-state and solid-state NMR spectroscopy. For
this development to continue and expand, it is important to constantly improve the under-
lying numerical algorithms to provide numerical solutions which are optimally compatible
with implementation on current instrumentation.
Addressing such an aim, we present here a smoothing parallel monotonically convergent
algorithm for pulse sequence design in magnetic resonance.
Re´sume´
La de´cennie passe´e a vu se de´velopper un inte´reˆt croissant des physiciens pour l’ap-
plication des me´thodes du controˆle optimal aux syste`mes quantiques. L’efficacite´ de telles
me´thodes a e´te´ de´montre´e dans le domaine de la re´sonance magne´tique nucle´aire (RMN),
ou` la the´orie et la pratique sont en parfaite cohe´rence dans le cadre de la dynamique
de spins. Ceci a permis de de´velopper de nouveaux principes de conception ainsi que de
nouvelles me´thodes expe´rimentales applique´es a` l’imagerie par RMN a` l’e´tat liquide, et a`
la spectroscopie.
Nous pre´sentons ici un algorithme monotone paralle`lise´ en temps pour la conception d’une
se´quence de pulsations a` la re´sonance magne´tique. Cet algorithme inclut une sous-e´tape
de filtrage fre´quentiel qui permet d’obtenir des champs magne´tiques simplement imple´-
mentables dans les expe´riences.

4.1 Introduction
La the´orie du controˆle optimal fournit des outils efficaces pour le controˆle de processus
en dynamique quantique.
Pendant la dernie`re de´cennie, les me´thodes base´es sur le controˆle optimal ont e´te´
de´veloppe´es pour effectuer de nouvelles expe´riences en optique spectroscopique [13, 61],
pour e´tudier certains processus quantiques [3, 66] pour ame´liorer la spectroscopique en
RMN [24,67] et l’imagerie par RMN [30,56]. De telles applications ont e´te´ non seulement
utiles pour les disciplines spe´cifiques qui profitent de nouvelles proce´dures efficaces de
conception et des me´thodes expe´rimentales ame´liore´es, mais elles ont aussi stimule´ des
investigations mathe´matiques pour ce qui concerne la mode´lisation [2, 17].
Dans leur grande majorite´, les me´thodes de controˆle optimal applique´ a` la re´sonance
magne´tique ont utilise´ des me´thodes de type gradient. Par exemple, en conception d’im-
pulsion, un algorithme (grape) a e´te´ pre´sente´ par Khaneja et ses collaborateurs [31] pour
des applications en RMN. Il a e´te´ re´cemment de´veloppe´ et distribue´ pour utilisation ge´ne´-
rale par Nielsen et ses collaborateurs [28,67] a` travers le logiciel libre de simulation RMN
SIMPSON [7, 69].
En association avec des algorithmes de gradient conjugue´, cette me´thode de grape ame´-
liore´e [28,31,67,68] s’ave`re eˆtre tre`s efficace. Comme l’on de´montre´ de nombreuses appli-
cations en RMN avec une sensibilite´ expe´rimentale ame´liore´e. Ces algorithmes sont tre`s
robustes par rapport aux variations des parame`tres du syste`me de spin. Dans le but de re´-
duire des effets inde´sirables de processus dissipatifs et e´galement permettre au algorithmes
de prendre en compte les faibles radiofre´quences des expe´rimentations, de nombreux de´ve-
loppements sont faits et ils ont conduit a` des me´thodes re´duisant les risques du chauffage
des e´chantillons.
Plus re´cemment, il a e´te´ de´montre´ [52] que les algorithmes monotones, qui ge´ne´ralisent
l’algorithme de calcul de controˆle optimal de Krotov [33], repre´sentent une alternative
inte´ressante par rapport aux me´thodes de gradient [37,48,70].
Notre travail repose initialement sur cet algorithme, que l’on applique au controˆle
de l’e´tat quantique d’un syste`me quantique isole´. Les proprie´te´s importantes de notre
algorithme sont la convergence rapide, la simplicite´ algorithmique, et l’inde´pendance de
la convergence par rapport a` la discre´tisation en temps. A` l’origine, la me´thode que nous
prenons comme base dans ce chapitre a e´te´ applique´e sur des proble`mes d’inge´nierie et
d’e´conomie [33,57].
En de´pit de leur utilisation croissante, il est e´vident que les me´thodes courantes posent
des de´fis se´rieux lors de la re´alisation pratique, ce qui implique une prise en compte de
certaines contraintes lors des calculs. Ceci s’applique surtout pour les applications met-
tant en jeu des syste`mes de spins de grande taille ou pour des e´chantillons de poudre
en spectroscopie RMN par exemple. En conside´rant les nombreux controˆles optimaux par
se´quences d’impulsions propose´s jusqu’a` pre´sent, il s’ave`re que beaucoup montrent des os-
cillations tre`s rapide en phase et en amplitude des champs de controˆle par radiofre´quence
(voir par exemple [32] et [63]– [67]). Ces oscillations peuvent compliquer l’imple´mentation
sur l’instrumentation disponible qui imposent des limitations sur la vitesse et l’exacti-
tude de la commutation de phase et d’amplitude. En outre, il s’ave`re que l’algorithme [31]
grape montre une tre`s forte de´pendance par rapport a` la condition initiale de la se´quence
d’impulsion, ainsi que par rapport a` la discre´tisation en temps employe´e (i.e. le nombre
93
de variables d’impulsions et leurs dure´es).
D’un autre coˆte´, les algorithmes base´s sur la me´thode de Krotov rencontrent en ge´ne´ral
des proble`mes d’instabilite´ nume´rique. Le choix pertinent des parame`tres de l’algorithme
s’ave`re parfois difficile [52].
En re´sume´, il reste encore un important manque d’intuition et d’expe´riences. La re´pe´tition
des calculs d’optimisation avec un ensemble tre`s grand de conditions initiales diffe´rentes
apparaˆıt encore comme ne´cessaire. Il existe toujours un fort besoin concernant les ap-
plications de la RMN, par exemple dans le formalisme a` ope´rateur de densite´ en cas de
me´lange statique et dans le cas d’un formalisme d’un e´tat quantique dans un syste`me isole´.
4.2 Motivations
Nous introduisons brie`vement quelques notions sur les syste`mes d’information quan-
tique qui, graˆce aux outils de controˆle optimal, se manipulent a` travers de se´rie d’impul-
sions radiofre´quence.
4.2.1 Spin nucle´aire
La re´sonance magne´tique nucle´aire est un phe´nome`ne physique lie´ a` l’e´tat rotatoire de
certains noyaux atomiques expose´s a` un champ magne´tique. Ce phe´nome`ne quantique est
exploitable par spectroscopie de re´sonance magne´tique nucle´aire (Spectroscopie RMN). Le
noyau nucle´aire est observable par une re´sonance magne´tique s’il pre´sente des proprie´te´s
intrinse`ques lie´es a` l’existence d’un nombre de spins ns. Ce nombre strictement positif
indique le nombre d’orientations e´ventuelles du noyau (2ns+1) lors de son adressage par
un champ magne´tique ~B. Nous nous inte´ressons dans ce chapitre a` des atomes ayant un
nombre de masse impair dont ils pre´sentent un spin 1
2
(i.e. ils pre´sentent deux e´tats de
spin ±1
2
ou encore |0〉 et |1〉). Expe´rimentalement, le spin a e´te´ mis en e´vidence par les
physiciens Stern et Gerlach en 1922 par une expe´rience ce´le`bre. Celle-ci consiste a` envoyer
des atomes d’argent dans un champ magne´tique intense. L’effet observe´ est une se´paration
du faisceau atomique en deux. Une interpre´tation the´orique de cette observation est faite
par Paul Dirac. Il a conduit a` introduire la notion du spin nucle´aire afin d’expliquer ces
re´sultats. Cette notion de´crit donc une proprie´te´ intrinse`que de la matie`re, qui posse`de des
proprie´te´s analogues a` celle du moment cine´tique quantique. Le spin est repre´sente´ par un
ope´rateur vectoriel Hermitien Sˆ := (Sx, Sy, Sz) dont les composantes correspondent aux
axes du repe`re d’observation. Elles ve´rifient les relations de commutations caracte´ristiques
d’un moment cine´tique :
[Si, Sj] = ihεijkSk, et [S
2, Si] = 0,






Pour l’ope´rateur de spin, il existe une base propre note´e |s, ns〉, ou` s et ns prennent des
valeurs d’un entier ou de demi-entier de nombre. ns peut prendre 2s + 1 valeurs parmi
[−s, s]. L’ope´rateur spin S ve´rifie :{
S2|s, ns = s(s+ 1)h2|s, ns〉,










Figure 4.1 – Repre´sentation d’un qbit par la sphe`re de Bloch.
En pre´sence d’un champ magne´tique ~B0, le spin commence a` tourner autour de ce champ
avec une fre´quence donne´e ω0, appele´e fre´quence de Larmor (proportionnelle a` l’intensite´
du champ |~B0|). Le phe´nome`ne de re´sonance de´pend fortement de l’amplitude. En par-
ticulier, les noyaux de spin 1
2
de chaque mole´cule deviennent un syste`me a` deux niveaux
assimilable a` des qbits (voir ci-apre`s). Le spin, dans ce cas, peut s’aligner soit dans la
meˆme direction que le champ magne´tique et il aura une e´nergie minimale |0〉, soit dans le
sens oppose´ que celui du champ magne´tique et aura une e´nergie maximale |1〉.
4.2.2 Information quantique
Les me´thodes de controˆle optimal en re´sonance magne´tique nucle´aire aboutissent au
calcul d’un champ de controˆle, sous forme de se´quence d’impulsions radiofre´quences, per-
mettant un transfert d’e´tat-a`-e´tat d’un spin nucle´aire. Cette manipulation d’e´tat quan-
tique est en fait une manipulation d’une information (spin) donne´e par interaction de la
matie`re avec un champ magne´tique. On conside`re ici un e´tat quantique comme une infor-
mation quantique. Les ordinateurs quantiques reposent sur ces informations caracte´risant
des proprie´te´s intrinse`ques de la matie`re. Les calculateurs conventionnels posse`dent des
me´moires qui utilisent des bits (binaire) ge´ne´ralement de´signe´s par « ze´ro » et « un ».
Tout calcul manipule ces deux quantite´s binaires. Au contraire, le principe de superposi-
tion de l’information quantique permet a` un qbit (quantum bytes) de se trouver dans un
e´tat ge´ne´rique de la forme :
|ψ〉 = a|0〉+ b|1〉,
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ou` a et b sont deux nombres complexes ve´rifiant |a|2 + |b|2 = 1. L’ensemble des e´tats
accessibles par un qbit de spin 1
2
, forme un espace de Hilbert de dimension 2, dont {|0〉, |1〉}
est une base.
Plus ge´ne´ralement, un syste`me a` n-qbits dont l’e´tat est note´ par |ψ〉 peut se trouver
dans un espace de dimension 2n dont les e´tat quantiques accessibles sont les produit de




ιi |ψi〉 ⊗ |ψi〉 ⊗ . . . |ψi〉︸ ︷︷ ︸
n−fois
,
ou` ⊗ est le produit tensoriel, et les (ιi)1≤i≤2n sont des scalaires qui satisfont la relation
de normalisation
∑2n
i=1 |ιi|2 = 1. Par exemple, si un qbit est dans une superposition d’e´tat
cos(θa)|0〉+ sin(θa)|1〉, deux qbits sont (par exemple) dans une superposition d’e´tat
ι1|00〉+ ι2|01〉+ ι3|10〉+ ι4|11〉,
avec |0〉 ⊗ |1〉 = |01〉 et ι21 + ι22 + ι23 + ι24 = 1.
4.2.3 Controˆle optimal en re´sonance magne´tique nucle´aire et
manipulation de l’information quantique
Le controˆle optimal en re´sonance magne´tique nucle´aire consiste en la manipulation
externe de l’e´tat quantique de certaines mole´cules par l’interme´diaire d’une se´quence de
pulsations radiofre´quences d’un champ magne´tique ~B. Ce champs de controˆle tourne dans
le plan xy et a la forme suivante :
~B = wx(t)~x+ wy(t)~y +B0~z,
wx(t) = αx(t)cos(ω0t+ φ),
wy(t) = αy(t)sin(ω0t+ φ),
B0 = |~B0|,
ou` φ est la phase du champ re´sonant sur le plan xy, αx(t) et αy(t) sont les amplitudes du
champs respectivement sur les directions ~x et ~y .
Afin de rendre la repre´sentation de ~B inde´pendante du temps, il est commode de se placer
dans un re´fe´rentiel tournant autour de l’axe z a` la vitesse de la fre´quence ω0. Mais, pour
bien mode´liser, il faut tenir compte d’une nouvelle composante due au champ d’entraˆıne-
ment.
Dans le cadre du controˆle optimal on se donne un e´tat quantique cible ucible et on fait va-
rier les amplitudes (αx(t) et αy(t)) du champ ~B afin d’approcher l’e´tat quantique controˆle´
(ve´rifiant l’e´quation de Schro¨dinger ; voir ci-apre`s) de cet e´tat cible. Pour cela, nous consi-
de´rons un proble`me de minimisation dont nous de´finissons une fonctionnelle a` deux termes
quadratique :
– Un terme mesurant l’e´cart entre l’e´tat quantique controˆle´ par le champ ~B.
– Un terme pe´nalisant les parame`tres de controˆle du champ re´sonant ~B, telle que
l’intensite´.
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4.3 Le proble`me de controˆle
L’installation la plus typique pour la conception d’une se´quence de pulsations de
controˆle en spectroscopie par RMN repose sur une se´quence d’impulsions syste´matiques
en radiofre´quence. Ces dernie`res, dans un syste`me de spin donne´, ou bien accomplissent le
transfert le plus efficace de la concordance ou bien polarisent le syste`me partant d’un e´tat
initial de spin donne´ u0 a` un e´tat cible de spin ucible (souvent de´signe´ comme un transfert
d’e´tat-a`-e´tat). Les impulsions radiofre´quences peuvent e´galement permettre la synthe`se
d’un ope´rateur Hamiltonian effectif (ou moyen) [26,27] amplifiant ou supprimant certaines
parties des interactions nucle´aires internes de rotation pour adapter le Hamiltonien a` une
e´volution sous des interactions de´sire´es.
Dans un premier temps, nous pre´sentons la mode´lisation mathe´matique du proble`me
conside´re´ dans ce chapitre. Introduisons tout d’abord quelques notations. Soit Ω l’espace
de configurations possibles du syste`me e´tudie´. Le formalisme de la me´canique quantique
conduit a` de´crire l’e´tat du syste`me au temps t a` l’aide d’une fonction u(·, t) appartenant
a` L2(Ω,C) (note´ simplement L2(Ω) dans la suite). Le carre´ du module de cette fonction
|u(x, t)|2 repre´sente la probabilite´ que l’e´tat du syste`me soit dans la configuration x a`
l’instant t. En particulier ∫
Ω
|u(x, t)|2dx = 1. (4.1)
On note 〈·, ·〉 le produit hermitien associe´ a` L2(Ω). E´tant donne´ un nombre complexe z,
on note respectivement ℜ(z) et ℑ(z) ses parties re´elle et imaginaire. On note i le nombre
imaginaire pur (i2 = −1).
4.3.1 Fonctionnelle de couˆt
E´tant donne´ un temps de controˆle T > 0, un re´el α > 0 et un e´tat cible ucible ∈ L2(Ω),
on s’inte´resse ici a` la minimisation de la fonctionnelle de couˆt :




ou` c est un controˆle a` valeurs dans RP avec P ∈ N∗, dont la norme euclidienne est note´e
‖ · ‖2, et ou` u est l’e´tat a` controˆler selon l’e´quation de Schro¨dinger suivante :
i∂tu(t) = H(c)u(t). (4.3)
L’e´tat initial est note´ u0 := u(t = 0).
Nous de´crirons plus pre´cise´ment l’ope´rateur hamiltonnien H a` la section 4.6.1. Pour l’ins-
tant, nous utiliserons seulement le fait qu’il est syme´trique, et donc en particulier que iH
est hermitien. Une premie`re conse´quence de cette caracte´ristique est la pre´servation de la
norme de u, de´ja` e´voque´e en (4.1). En effet, on a :
d
dt
‖u(·, t)‖22 = 2ℜ (i〈u(·, t), Hu(·, t)〉) = 0.
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4.3.2 Syste`me d’optimalite´
Avant d’e´crire le syste`me d’optimalite´ associe´ a` la minimisation de J , notons qu’en
vertu de la proprie´te´ (4.1), cette dernie`re peut se re´e´crire :




On introduit alors l’adjoint b(t) ∈ L2(Ω), dont la dynamique est la meˆme que celle de
l’e´tat u(t) :
i∂tb(t) = H(c)b(t), (4.4)
avec la condition finale b(t = T ) = ucible. Cet adjoint correspond au multiplicateur de
Lagrange associe´ a` la contrainte (4.3) dans le Lagrangien :






〈b(t), (∂t + iH(c))u(t)〉.
Le syste`me d’optimalite´ est alors compose´ des e´quations (4.3–4.4), de leurs conditions
initiales et finales ainsi que d’une e´quation supple´mentaire portant sur le controˆle optimal :
αc(t)−ℑ (〈b(t), H ′(c)u(t)〉) = 0, (4.5)
ou` H ′(c) de´signe la de´rive´e de H par rapport a` c.
4.4 Paralle´lisation en temps de la re´solution
De manie`re a` paralle´liser en temps la re´solution des e´quations du syte`me d’optimalite´,
nous reprenons, en l’adaptant, la me´thode des cibles interme´diaires pre´sente´e au chapitre 2.
4.4.1 Cibles interme´diaires et sous-proble`mes









Notons que de meˆme qu’au chapitre 2, cette trajectoire ne suit pas la dynamique de l’e´tat
et de l’adjoint mais elle ve´rifie Λ(T ) = ucible.
E´tant donne´ N ∈ N, de´composons maintenant l’intervalle [0, T ] en une union disjointe
selon la formule [0, T ] = ∪N−1n=0 [tn, tn+1], avec 0 = t0 < t1 < ... < tN = T . Graˆce a`
la trajectoire cible, nous pouvons conside´rer sur chaque intervalle de cette partition le
sous-proble`me de minimisation associe´ a` la fonctionnelle Jn suivante :




La dynamique de l’e´tat est ici re´gie par :
i∂tun(t) = H(c)un(t),
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. Comme c’e´tait le cas au chapitre 2, les sous-proble`mes ont la meˆme
structure que le proble`me initial.
On peut e´galement montrer un lemme de consistance, analogue au lemme 2.3.2 a` la
page 17.
Dans la figure 4.2 nous pre´sentons les trajectoires de l’e´tat u(t) (en bas en noir) et de son
u0





Figure 4.2 – De´composition de l’intervalle de temps et calcul paralle`le.
adjoint b(t) (en haut en noir), la se´rie des points (λl)0≤l≤L a` la fois cibles et conditions
initiales sont calcule´s selon (4.6). Les courbes rouges repre´sentent les e´tats locaux (direct
et adjoint). Ces e´tats sont calcule´s en paralle`le.
Lemme 4.4.1. Supposons que c⋆ soit solution du syste`me d’optimalite´ (4.3–4.4) de la
fonctionnelle J de´finie par (4.2). Alors, les restrictions de c aux intervalles [tn, tn+1] sont
solutions des syste`mes d’optimalite´s correspondant aux fonctionnelles Jn, avec λ la tra-
jectoire cible calcule´e avec les e´tats u⋆ et b⋆ associe´s a` c⋆.
De´monstration. Supposons que la trajectoire cible λ =: λ⋆ soit construite a` partir des
trajectoires u⋆ et b⋆ associe´es a` un point critique c⋆ de la fonctionnelle J . Montrons alors
que les optima c⋆n des fonctionnelles Jn(λ
⋆, c∗n) ve´rifient la meˆme e´quation que c
⋆. On a :
αc⋆n(t)−ℑ (〈bn(t), H ′(c⋆n)un(t)〉) = 0.
Or les e´tats un et bn sont calcule´s a` partir de λ




















D’apre`s la de´finition de α′, cn ve´rifie donc bien l’e´quation (4.5), restreinte a` l’intervalle
[tn, tn+1].
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4.4.2 Structure de l’algorithme
Supposons que l’on dispose d’un algorithme A de re´solution, approximative ou non,
des proble`mes de type minc J(c), avec J de la forme (4.2). L’algorithme ite´ratif de paral-
le´lisation de A que nous proposons est alors le suivant. E´tant donne´, a` une e´tape k, un
controˆle ck, calculer ck+1 par les instances :
(1) calculer les trajectoires sur [0, T ] de l’e´tat uk(t) et de l’adjoint bk(t) associe´es a` ck
par (4.3) et (4.4),
(2) en de´duire la trajectoire cible λk(t) par la formule (4.6),
(3) calculer en appliquant A, sur chacun des sous-intervalles [tn, tn+1] une approximation
de la solution ck+1n du proble`me mincn Jn(λ
k, cn),
(4) de´finir ck+1 comme la concate´nation des controˆles ck+1n .
4.4.3 Un re´sultat de convergence
Dans [46], un re´sultat de convergence est obtenu a` partir de cet algorithme. Dans notre
cas, ce re´sultat s’e´nonce comme suit :
The´ore`me 4.4.2. E´tant donne´ un controˆle initial c0, on suppose que l’algorithme A est
ite´ratif et monotone dans le sens ou` il fait de´croˆıtre strictement les valeurs des fonction-
nelles J auxquelles il est applique´ tant que l’optimum n’est pas atteint. Alors la suite ck
de´finie par la proce´dure de paralle´lisation pre´ce´dente converge vers un point critique de la
fonctionnelle qui est de´finie par (4.2).
4.5 Me´thodes nume´riques
Nous de´taillons maintenant les diffe´rentes proce´dures que nous utilisons pour mettre
en œuvre la proce´dure de paralle´lisation de´crite a` la section 4.4.2.
4.5.1 Fonctionnelle discre`te et calcul nume´rique de la dyna-
mique
E´tant donne´ L ∈ N∗, on conside`re une discre´tisation en temps de [0, T ] uniforme
associe´e au pas de temps ∆T = T/L. La fonctionnelle discre`te J∆T associe´e a` (4.2) est
de´finie par :








ℓ=0 sont respectivement des discre´tisations de u(t) et c(t) aux
points tℓ = ℓ∆T relie´es par la formule de re´currence :
uℓ+1 = exp(−i∆TH(cℓ))uℓ, (4.7)
ou` exp est la fonction exponentielle, ici applique´e a` des ope´rateurs. La condition initiale
est donne´e par uℓ=0 = u0. La formule (4.7) correspond a` une me´thode de re´solution
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approximative de (4.3) qui pre´sente la caracte´ristique inte´ressante en pratique d’assurer
la conservation de la norme. L’adjoint associe´ a` cette discre´tisation est donne´ par une
ite´ration analogue, mais re´trograde :
bℓ = exp(i∆TH(cℓ))bℓ+1, (4.8)
muni de la condition finale bL = ucible.
4.5.2 Optimisation par sche´mas monotones
L’algorithme d’optimisation que nous utilisons est un algorithme dit ”monotone” [61,
51]. Nous le de´crivons ici sous sa forme discre´tise´e en temps, qui est celle qui est imple´-
mente´e en machine. Celui-ci repose sur la remarque suivante. E´tant donne´s deux controˆles
c et c′, la variation correspondante des valeurs de la fonctionnelle J∆t peut s’e´crire sous
la forme :
J∆t(c





ℓ=0 ‖c′ℓ‖22 − ‖cℓ‖22.
(4.9)
Ici, l’e´tat u′ est associe´ au controˆle c′ par l’e´quation (4.7) tandis que l’e´tat adjoint b
correspond a` la solution de (4.8) associe´e au controˆle c. La de´monstration de ce re´sultat
repose sur le calcul suivant :
J∆t(c









































Dans ce cadre, l’algorithme monotone est donne´ par les instances suivantes. E´tant donne´
un controˆle ck a` une e´tape k, le calcul de ck+1 est acheve´ par les e´tapes suivantes :
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1. calculer ite´rativement selon la formule (4.8) la suite (bkℓ )
L
ℓ=0,
2. calculer ite´rativement la suite (uk+1ℓ )
L
ℓ=0 de la manie`re suivante. A` chaque pas de
temps tℓ un e´tat u
k+1
















+α∆T (‖x‖22 − ‖ckℓ‖22),




Pour obtenir des controˆles re´alisables en pratique, il convient dans certains cas d’impo-
ser des contraintes sur le spectre fre´quentiel des controˆles calcule´s. La me´thode que nous
suivons pour accomplir cet objectif est celle propose´e dans [35]. Elle consiste a` inse´rer
apre`s l’e´tape (4) de l’algorithme de paralle´lisation 5 la sous-boucle :
ck+1 = θkF(c˜k+1) + (1− θk)c˜k+1,
ou` c˜k+1 est le champ calcule´ a` l’e´tape 4 de l’algorithme 5 de paralle´lisation, F(c˜k+1)
correspond a` un filtrage se´quentiel de ce meˆme champ, θ est de´termine´ ite´rativement de
telle sorte que θ soit aussi proche possible de la valeur θk = 1 tout en assurant la monotonie
de l’algorithme, i.e. J(ck+1) ≤ J(ck). Notons qu’en utilisant un sche´ma monotone tel
que celui de´crit a` la section 4.5.2, la monotonie est garantie pour θk = 0, c’est-a`-dire
ck+1 = c˜k+1. Dans ce cas, on peut donc initialiser θk a` la valeur 1, puis multiplier cette
valeur par un re´el ν ∈]0, 1[, jusqu’a` ce que la monotonie soit assure´e.
Remarque 4.5.1. L’ope´ration de filtrage du controˆle concate´ne´ fait l’objet d’une boucle
while ayant pour test d’arreˆt une ve´rification simple de la monotonie de la fonctionnelle de
couˆt J . Cette ope´ration est malheureusement se´quentielle, les autres me´thodes de filtrage
paralle`le sont en cours de de´veloppement. Ne´anmoins, une paralle´lisation de la boucle while
est possible. En effet, supposons que nous allouons les taˆches paralle`les a` L processeurs.
Au niveau de la boucle de filtrage nous allouons a` chaque processeur p le filtrage et le test
de la monotonie avec la ponde´ration θk = θk−1/(2p) ou` p est le processeur nume´ro p. Une
fois cette e´tape finie, les valeurs des fonctionnelles J(ck+1) seront compare´es au niveau
du processeur maˆıtre qui prendra la meilleure. Dans le cas ou` le filtrage a` cette e´tape ne
suffit pas pour trouver une monotonie et sortir de la boucle while, le calcul reprend avec
θk = θk−1/(2p[2L]) ou` [2L] est modulo 2L.
4.5.4 Algorithme paralle`le pour le controˆle optimal en RMN
Maintenant que les ingre´dients de notre travail ont e´te´ expose´, nous somme en mesure
de de´crire l’algorithme 5 que nous proposons pour la re´solution en paralle`le (mode MPI)
de la re´sonance magne´tique.
Nous utilisons dans notre imple´mentation deux routines de Matlab que nous notons comme
suit :
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– Expm : de´signe l’exponentielle matricielle, voir ,pour plus de de´tails sur cette rou-
tine, http://www.mathworks.fr/help/techdoc/ref/expm.html.
– Fminnuc : de´signe une fonction calculant le minimum d’une fonction donne´e, tel que
minx f(x). Voir, pour plus de de´tails sur cette routine, http://www.mathworks.fr/
help/toolbox/optim/ug/fminunc.html.
– Pour la de´finition des mots cle´s relatifs a` l’utilisation de MPI (Mpi Send, Mpi Recv,
Mpi Broadcast) nous renvoyons le lecteur a` la page 20.
Remarque 4.5.2. Dans l’algorithme 5, nous conside´rons N sous-intervalles de temps de
controˆle, e´galement N processeurs esclaves et un processeur maˆıtre. L’algorithme fait L
petit pas de temps e´gal a` τ (i.e. τ = T
L
) pour parcourir l’intervalle global. Le calcul qui
est effectue´ en paralle`le fait np pas de temps local (e.g. np =
L
N
). Afin de bien indexer les
variables qui de´pendent du temps (e.g. tℓ)
0 < t0 < . . . < tℓ < . . . < tL = T,
nous notons uℓ :≈ u(tℓ). Egalement, uℓ+j (respectivement bℓ+j) la solution de l’e´tat u
(respectivement de l’adjoint b) a` l’instant tℓ + jτ .
L’algorithme est pre´sente´ ci-dessous.
Remarque 4.5.3. Au niveau de l’algorithme 5 nous interpre´tons la monotonie de notre
algorithme par une minimisation de −J ce qui reviens a` une maximisation de la nouvelle
fonctionnelle (aussi note´e J dans le cadre de cet algorithme).
Nous notons e´galement qu’au niveau du calcul se´quentiel de l’algorithme 5 a` partir de
la deuxie`me ite´ration, nous ne calculons plus toute la trajectoire pour les e´tats direct et
adjoint, en effet, l’algorithme ne´cessite de´sormais les valeurs des e´tats en certain nombre
de points tn dont le propagateur direct P (respectivement l’adjoint P
∗) est mis en place
pour assurer cette taˆche.
4.6 Re´sultats nume´riques
Pre´sentons enfin un test nume´rique qui montre l’efficacite´ de notre algorithme.
4.6.1 Le proble`me physique
Nous nous inte´ressons pour l’expe´rience nume´rique a` un syste`me quantique a` cinq-qbits
(quantum-bytes) de spin 1
2
des atomes N,C,H, F et P de la mole´cule d’Acide phospho-
rique, P-(fluorome´thyl) -, ester e´thylique C5H12FO3P . La dynamique de spins est re´gie
par l’ope´rateur Hamiltonien :
H = H0 +H1, (4.10)
ou` H0 est le Hamiltonien libre et H1 est l’ope´rateur re´gissant l’interaction des spins en
pre´sence de champs magne´tiques transverses. L’adressage des champs magne´tiques peut
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Algorithme 5 : Parallel optimal control in RMN spectroscopy













if master processor then
if k = 0 then
for ℓ = 1 to L do (forward computation) ukℓ according to (4.7);
for ℓ = 1 to L do (backward computation) bkL−ℓ according to (4.8);
else









;//Where P ∗ is the adjoint
end
end
for n = 1 to N do
λkn ← N−nN ukn.np + nN bkn.np ;















forall slave processor(n)/ n ∈ {1, . . . , N} do













u˜k+10 ← λkn−1 ; Pn ← Id;












+α∆T (‖x‖22 − ‖ck(n−1).np+j‖22);
c˜k+1(n−1).np+j ← Fminnuc(ϕj(x));















if master processor then











; θ ← 1;
repeat ck+1 ← θF(c˜k+1) + (1− θ)c˜k+1; θ ← θ
2
; until J(ck+1) > J(ck)
Err ← |J(ck+1)− J(ck)|/|J(ck)|;
end
k ← k + 1 ; Mpi Broadcast (master processor, Err) ;
until Err ≤ ǫ ;
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avec ΥCH = 4.1Hz, ΥCF = 19, 3Hz, ΥCN = 18, 1Hz, ΥHF = 46Hz, ΥHP = 1Hz, ΥFP =
73, 1Hz, ΥFN = 2Hz et ΥNP = 1.9Hz. Le terme d’interaction H1 est donne´ par la somme

















̺, avec ̺ ∈ {H,P,C,N, F},
avec w̺x et w
̺
y les deux variables de controˆle correspondantes au spin ̺.
4.6.2 Mise en œuvre de l’algorithme
Le code nume´rique a e´te´ imple´mente´ avec une version paralle`le (MPI) de Matlab
matlabmpi [29]. Les tests nume´riques sont lance´s sur une supermachine du laboratoire
Jacques-Louis Lions, elle posse`de 24 processeurs qui se partagent la me´moire.
En pratique, l’e´tape 2a du sche´ma monotone est re´alise´e par une fonction d’optimisation
standard. Plus pre´cise´ment, nous utilisons la fonction fminunc de la toolbox ’optimisation’
de Matlab [1].
L’imple´mentation des formulations discre`tes des e´quations (4.3) et (4.4) a e´te´ re´alise´e par






ou` H est donne´ par (4.10).
4.6.3 Apport de la me´thode
L’imple´mentation de l’algorithme 5 sur une machine haute performance a montre´ une
acce´le´ration remarquable de temps de traitement. A` la Figure 4.3 nous pre´sentons la
maximisation de la fonctionnelle de couˆt J par rapport au temps de calcul wallclock de la
machine. Ces re´sultats d’ouverture montrent un grand inte´reˆt de la paralle´lisation pour
ce type de proble`me de controˆle optimal en RMN. Nous remarquons qu’avec un calcul
se´quentiel, la re´alisation de l’e´tape 2a de l’algorithme 5 prend plus de temps que dans
le cas ou` l’on utilise une paralle´lisation. Nous suspectons que cela soit duˆ au caracte`re
pre´conditionneur de la paralle´lisation par cibles interme´diaires.
Les champs de controˆle produits par la paralle´lisation sont en outre lisses (voir Figure 4.5).
Nous ne savons pour l’instant pas interpre´ter ce phe´nome`ne, qui ne pre´sente pas de hautes
fre´quences pouvant nuire a` la maximisation du couˆt.
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Figure 4.3 – Acce´le´ration de la re´solution en temps Wallclock, interpre´tation par maxi-
misation de la fonctionnelle de couˆt −J avec 4 processeurs en paralle`le (courbe verte) et
en se´quentiel (courbe rouge) 1 processeur.
Remarque 4.6.1. Les champs sont obtenus avec une proce´dure de filtrage fort. Les
champs calcule´s se´quentiellement (sans paralle´lisation) ne permettent pas d’assurer la
monotonie de la fonctionnelle de couˆt J apre`s filtrage. Ces champs contiennent donc dans
ce cas des plus hautes fre´quences.
4.7 Conclusion
Nous avons pre´sente´ un algorithme paralle`le pour produire des champs magne´tiques
efficaces en re´sonance magne´tique nucle´aire. Cet algorithme, dont nous avons prouve´ la
monotonie, est base´ sur une me´thode de Krotov. La me´thode peut certainement be´ne´ficier
d’une optimisation algorithmique encore plus importante, ce qui permettrait une re´duc-
tion de la complexite´. La recherche dans cette direction est en cours de de´veloppement.
Nous de´veloppons e´galement un autre sche´ma nume´rique de discre´tisation base´ sur le
sche´ma de Crank-Nicolson qui, comme le sche´ma pre´sent pre´serve la norme L2 des e´tats,
mais dont la complexite´ nume´rique est beaucoup plus faible.
La me´thode pre´sente´e, ainsi que ses de´veloppements a` venir devraient permettre de traiter
efficacement des proble`mes en RMN a` l’e´tat solide et a` l’e´tat liquide, la RMI et les de´ve-
loppements et manipulations d’information pour des ordinateurs quantiques. L’inte´reˆt de
tels mode`les est en effet que les champs de controˆle obtenus par le calcul sont directement
re´alisables expe´rimentalement.
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Figure 4.4 – Exemple de champs de controˆle paralle`le en RMN obtenu avec un filtrage
fort.
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Cette the`se pre´sente des algorithmes permet-
tant la paralle´lisation dans la direction temporelle
de la simulation des syste`mes re´gis par des e´qua-
tions aux de´rive´es partielles issues de trois domaines
d’application proposant des mode`les complexes :
1. Controˆle optimal d’e´quations parabo-
liques :
Nous de´veloppons deux algorithmes paralle`les (SIT-
POC et PITPOC). Ces deux algorithmes sont ba-
se´s sur une me´thode ge´ne´rale de de´composition en
temps des proble`mes de controˆle optimal. Un re´sul-
tat de convergence est obtenu pour SITPOC ainsi
que des interpre´tations matricielles des deux algo-
rithmes.
2. Cine´tique de la population de neutrons
dans un re´acteur nucle´aire :
Nous concevons un solveur paralle´lise´ en temps re-
groupant toutes les variables issues de la mode´lisa-
tion neutronique d’un re´acteur. Notre me´thode est
adapte´e aux diffe´rents sce´narios possibles re´duisant
la physique. Les re´sultats nume´riques sont compa-
rables a` ceux obtenus par le code MINOS du CEA.
La paralle´lisation repose sur un sche´ma de type pa-
rare´el pour la re´solution en temps. Nous conside´rons
plusieurs mode`les physiques de la cine´tique des neu-
trons que nous traitons par notre algorithme dans
lequel le solveur grossier utilise´ correspond a` une si-
mulation par re´duction du mode`le physique. Cette
re´duction est be´ne´fique puisqu’elle permet une ac-
ce´le´ration importante du traitement en temps ma-
chine.
3. Controˆle par re´sonance magne´tique nu-
cle´aire et information quantique :
Ce chapitre pre´sente un travail d’ouverture sur une
me´thode paralle`le en temps pour la re´solution d’un
proble`me de controˆle optimal en re´sonance magne´-
tique nucle´aire. Notre me´thode produit une acce´le´-
ration importante par rapport a` l’algorithme de re´-
fe´rence non paralle`le. De plus, les champs de controˆle
calcule´s par notre me´thode sont lisses, ce qui per-
met une mise en œuvre expe´rimentale plus simple
dans les instruments. Les tests nume´riques prouvent
l’efficacite´ de notre approche. Sur des exemples aca-
de´miques et sans faire usage de techniques de pro-
grammation avance´es, nous obtenons des acce´le´ra-
tions de re´solution significatives.
Abstract
This thesis presents algorithms allowing par-
allelization in the time direction in the simulation
of systems, which are governed by partial differen-
tial equations. These methods are applied in three
application fields, and complex models.
1. Parabolic Optimal Control :
We develop two parallel algorithms (SITPOC and
PITPOC). These two algorithms are based on a
general method of time domain decomposition of
optimal control problems. A convergence result for
SITPOC is obtained. Moreover, a matrix interpre-
tation for both algorithms is also given.
2. Kinetics of the population of neutrons
in a nuclear reactor :
We design a parallel in time solver gathering all
the variables associated with a nuclear reactor. Our
method is adapted to various possible scenarios used
in model reduction. The results of this solver are
comparable with those obtained by the MINOS code
of the CEA. The time parallelization is based on
a parareal in time scheme for the time resolution.
We consider several physical models of the kinetics
of the neutrons. We simulate these models with the
parareal in time algorithm in which the coarse solver
corresponds to a reduced physical model. This re-
duction allows an important acceleration of the com-
putational time. 3. Pulse sequence design in nu-
clear magnetic resonance and quantum infor-
mation :
This chapter presents preliminary work on a time-
parallel method for the resolution of an optimal
control problem related to magnetic nuclear reso-
nance. Our method produces an important acceler-
ation compared with the nonparallel version. More-
over, the control fields computed with our method
are smooth, which allow a simpler experimental im-
plementation. Numerical tests prove the efficiency
of our approach. On academic examples and with-
out optimizing the code, we obtain significant im-
provements.
